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1. Zur Lichtfortpflanzung 
nach der Relativitätstheorie ; 


von W. Gordon. 


Im ersten Teil dieser Arbeit wird gezeigt, daß der Einfluß 


der Materie auf die elektromagnetischen Vorgänge äquivalent 
ist mit dem Einfluß eines Gravitationsfeldes mit den Potentialen 
ku,u, (k Fresnelscher Mitführungskoeffizient, u, Vierer- 
geschwindigkeit). Durch diese Zurückführung auf das Vakuum 
erhält man unmittelbar das Prinzip der kleinsten Wirkung und 
daraus insbesondere den Energietensor des elektromagnetischen 


Feldes in ponderabeln Körpern. Man gelangt so zu dem von ~ | 


M. Abraham aufgestellten Tensor. Im zweiten Teil werden 
die für beliebige lineare Tensoren gültigen Wellengleichungen 


abgeleitet. Zu den aus der speziellen Theorie durch Trans- 


formation hervorgehenden Ausdrücken (die nach dem Äquivalenz- 


prinzipin durch Transformation erzeugten „künstlichen“ Schwere- 
feldern gelten würden) kommen noch Terme hinzu, die den 
unverjiingten und einmal verjüngten Krümmungstensor enthalten. 
Trotzdem befolgen diese Ausdrücke die Rechnungsregeln, von 
denen man in der speziellen Theorie Gebrauch macht. Es 
genügen daher, wie im dritten Teil gezeigt wird, das Feld, 
das Viererpotential und das Sechserpotential (Hertzscher 
Tensor) der verallgemeinerten Wellengleichung. Der Vorzug 
des Sechserpotentials besteht darin, daß außer der Wellen- 
gleichung keine weitere Nebenbedingung zu erfüllen ist. Es 
steht zur Sechserpolarisation in genau derselben Beziehung 
wie das Viererpotential zum Viererstrom. Im vierten Teil 
wird präzisiert, unter welchen Voraussetzungen man von Licht- 
strahlen in geometrisch-optischer Beziehung sprechen kann. 
Die Weltlinien der Strahlen sind die geodätischen Nullinien 
in einem Gravitationsfeld, das außer dem wirklich vorhandenen 
noch das der Vierergeschwindigkeit der Materie MORE 
Annalen der Physik. IV. Folge. 72. y 
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Transformation der elektromagnetischen Gleichungen. Die 
Gleichungen des elektromagnetischen Feldes, die die Grun 
für die Untersuchung der Lichtfortpflanzung bilden, werden 
gewöhnlich so geschrieben: 
+ 2F no, 


0 al 


fe 1 0 — 


H,=:P, 

(4) uF, +u,F,+4,F, = wu, 4,,+ u, 4, 
(5) s+ u(s* u)=oF,, 

wo zur Abkürzung 

(6) F.=F,u*, H=H,u 


gesetzt ist. wu‘ ist die Vierergeschwindigkeit der Materie 

so daß thy 
(das Linienelement habe eine negative und drei positive Dine 
sionen). Die Bedeutung der übrigen Größen ist bekannt. Zu 
diesen Gleichungen treten die inhomogenen Einsteinschen 
Gravitationsgleichungen, in die die Summe aus elastischem und 
elektromagnetischem Energietensor einzusetzen ist. Letzteren 
werden wir später angeben. 

Die Gleichungen (3) und (4) stellen zusammen sechs von- 
einander unabhängige Gleichungen dar; denn sie drücken aus, 
daß im Ruhsystem (und bei Normalwerten der g,) D =<, 
B = uS ist. Wir wollen sie nach H,, auflösen. Multiplikation 
von (4) mit uw’ ergibt, wenn man (3), (6) und (8) beachtet, 

— wH,) 
=ul- u 


oder 
(9) = Fy + (eu —1)(u,F, — 4, F). 

Aus (9) folgen wieder rückwärts (3) und (4). Wir können 
daher (3) und (4) durch (9) ) ersetzen. 
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In den Differentialgleichungen (1) und (2) tritt die Vierer- 
geschwindigkeit nicht auf. Wir wollen die Gleichungen so 
schreiben, daß auch das Gravitationsfeld auf die Zusatz- 
gleichungen verwiesen wird. Wir ersetzen (1) und (2) durch 


5 OF, OF, oF 
O 


ag 
(2') 
und machen auch in den übrigen Gleichungen die Substitution 
(10) H*=VgH*, 
Es ist also das elektromagnetische Feld charakterisiert durch 
(11) Fi, i, 


F, ein linearer Tensor, ‘* eine lineare Tensordichte'); das 
Gravitationsfeld durch 


(12) Ir: 
der elektrische Zustand der Materie durch = 
(18) &, 0,8, 


& u, 0 Skalare, 3‘ eine Vektordichte; der mechanische Zustand 
der Materie (durch mechanische Konstante) und durch die 
Funktionen 

(14) zi = (a, ds, T), 

die die Weltlinien der materiellen Punkte (durch «,, «,, «, 
voneinander unterschieden, während r die Lage auf der Welt- 
linie angibt) darstellen. In den elektrischen und mechanischen 
Gleichungen treten nur die Ableitungen dieser Funktionen auf. 
Die Vierergeschwindigkeit ist eine Kombination der Bestim- 


mungsstücke (12) und (14) z 


Fir die auszuführende Transformation und die daran an- 

schließenden Entwicklungen ist der Umstand ausschlaggebend, 

daß in der „dielektrischen“ Gleichung (9), die für die Lichtfort- 

1) Nach der Terminologie von H. Weyl, Raum, Zeit, Materie. 
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W. Gordon. 


pflanzung in durchsichtigen Körpern maßgebend ist, die 
Größen (12) und (15) nur in der Verbindung Ann a 
(16) y ik = gik 
auftreten. 

Um dies zu zeigen, schreiben wir (9) zunächst in un; 
varianter Form 
(9) u H'* = Fir + (eu — 1) (ui F* — u* Pi). 
Die linke Seite ist nach (10) 4 9 

g 
g'*g** F.,. Nach (6) gilt ferner 
F* = g** ge Fu’; 
so daß wir für die rechte Seite von (9’) 
F, g** — (en — I) (ui ur g* + gir) 

erhalten. Fiigen wir hier in der geschweiften Klammer noch 
das Glied (su — 1)? u‘u*u*u* hinzu, das wegen der Anti. 
symmetrie von 7, verschwindet, so wird aus dieser Klammer 
(g’r — (eu — 1) ui ur) (g** — (eu —1)u*u*) oder gemäß (16) 


— (eu — 1)ui u* 


; das erste Glied rechts 


Fi=giF u 


yir yks, Wir können also (9) einmal in die Form ii 
bringen. Für das weitere führen wir die zu den y‘* rezi- 


proken — Y;, ein, die sich eindeutig aus der Forderung 


= 
(18) = 90 + 


bestimmen. In Analogie zu g werde die negative Determinante 
der y;, mit y bezeichnet. Das Verhältnis y/g ist eine In 
variante (Zähler und Nenner multiplizieren sich bei Trans 
formation mit dem Quadrat der Funktionaldeterminante). Wir 
dürfen daher der Rechnung den Fall u, =u, =u, =0 zu 
grunde legen und erhalten 


|9ı 


1 


denn — g9** ist die Unterdeterminante des Elementes (4,4 
der Determinante. Nach (8) ist g**u,u, =— 1; also 
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womit unsere Behauptung erwiesen ist. 


elements ds mit den Koeffizienten g,, ein neues Linien- 


einzuführen. Wir wollen die auf dieses neue Linienelement 
bezüglichen Indizes durch Einklammern kenntlich machen. (Nur 
statt g® bzw. gig) schreiben wir wie bisher y'* bzw. 7,,). 
Die Bestimmungsstücke (11), (13), (14) bleiben natürlich von 
dieser Transformation unberührt, und es ist 


(21) Fow = Fy, = Bi. 

Wir werden daher bei diesen Größen die Klammern bei den 

Indizes auch weglassen können. Die zu den Dichten HW®, 3° 

bezüglich (18) gehörigen Tensoren H®®, s werden nach dem 

Muster (10) wegen (19) 

_ _ ya 
= = Vé H*, 

Die in (20) auftretende Verbindung y'*y** F,, kann nach 


2) HO® = Venus. 


unserer Festsetzung offenbar FÜ® geschrieben werden, 
ist H®, (20) erscheint dann in der symmetrischen Form 
(23) Ve Poe = Ve HOw 


oder wenn man zu den bezüglich der Metrik y,, kovarianten 
Komponenten übergeht 


23) Ve Fow = Vu ow: 
Erzetzt man in (23) H®® nach (22) durch Yeu Hi*, so er- 
hält man die Gleichung 7“ — u H'* und der Vergleich mit 
(9) zeigt, daß für PF die Transformationsformel 


(24) FO® = Fir + (eu — 1)(ui Fr — uk Fi) 


gilt. (3) und (4) gehen in sich über, wenn man ¢ und p mit ihren 
reziproken Werten und gleichzeitig F mit H vertauscht. Bei 


= 


. 
und damit erhält (17) die Form 


Wir werden also dazu veranlaßt, an Stelle des Linien- — 


element do mit den durch (18) gegebenen Koeffizienten y,, _ 


an. ~ 


=T 


| 
| 
| 
» 
om 
= 
m 
| | | 
| 


dieser Vertauschung wird aus der mit (3) und (4) äquivalenten 
Gleichung (9) a 

38 
Vergleicht man dies mit (23°), indem man beachtet, daß nach 
(21) F,,, = F,, ist, so erhält man für H,,, die Transformations. 
formel 


— 1 
(25) How = Veu [ (1 (u, H, — u, H)| 
Fir das Linienelement do finden wir allgemein nach (18) 


=9,,dx' dz + (1 — =ds* 


(26) 


| + (1 - =) (u‚dx'). 
Für die Weltrichtung der Materie ist dx’ =u'y — ds? und 
daher wegen (8) do? = as" | Es ist also 


Die kovarianten Komponenten = 7,, wenn man 
wiederum (8) berücksichtigt, 


(28) Xi) = 


ä 
Nach (21,) und (27) wird | na 


Fy= = Van = 
und nach (16) 

(80) FO = yir Py = (git— (eu — 1)uiur) F Yeu = Fi Yen, 
denn es ist Fu” =0. Ganz analog erkennt men, daß 

(31) HO=Hi, Hy=H,. 

Wir sind jetzt in der Lage, auch das Ohmsche Gesetz (5) auf 


das neue Linienelement umschreiben zu kénnen. Die kontra- 
variante cher wane der linken Seite von (5) ist nach (22,), 


(27) und (28) 7 oe + u (u.,s®)), die kontravariante rechte 
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oder (beziiglich y,,) kovariant geschrieben 

(82’) (i) + (u™ F; 

Für das hier auftretende s,, erhält man nach (18) und (22,) u : 

Zusammenfassend können wir Fr folgenden Satz aus- a = 

sprechen ‘ 


‚Transformiert man das Gravitationsfeld von g,, auf y;, durch x 
die Transformationsformeln a 


1 
Vin = Int (1 =) 
d. h. bildet man die Komponenten der den 


des Feldes zugrunde liegenden Größen F,,, 3' bezüglich 
dieser Metrik, dann nehmen die Zusatzgleichungen die Form a 


Y: Fo Vu Ha); Si) + Ui) (u) ) = = ——— 


an. Aus der dielektrischen Gleichung fällt die Vierergeschwin- 
digkeit heraus, während das Ohmsche Gesetz seine Form behält. 

Für nichtleitende (0 = 0), ungeladene = 0), homogene 
(& u konstant) Medien sind die Differentialgleichungen für das 
Feld F mit denen des reinen Vakuums beim Gravitationsfeld Ya 
identisch. 


Im letzteren Falle können wir unserm Satze die folgenden = 
zwei physikalischen Deutungen geben: 3 
1. Die elektromagnetischen Erscheinungen in ponderablen > 


Körpern sind dieselben wie im Vakuum, in dem außer dem 
vorhandenen Gravitationsfeld noch ein Zuzatzfeld mit den 


Potentialen (1 _ =) u;u, herrscht. In der speziellen Theorie 


ist bei Beschränkung auf Größen erster Ordnung 4 
a, 8 = 1,2,3; = ink 


und das Linienelement do wird 


1 


(84) de =dz -2(1- dedt- ae. 
« eu) eu 


Die Lichtgeschwindigkeit wird (wie wir im vierten Teil zeigen 
werden) bei gegebener Richtung durch do” = 0 bestimmt. Sind 


Bar) 
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Licht- und Körpergeschwindigkeit einander parallel, so folgt 


aus (34) die bekannte Formel 
dz 
oder mit derselben Genauigkeit 
dz e 
Ven 


(35’) kann man dahin interpretieren, daß sich das Licht, ı wie in 


einem ruhenden Medium vom Brechungsindex Veu — (eu — 
fortpflanzt. Unsere Deutung des Transformationstheorems ist 


eine Verallgemeinerung dieser Interpretation. Wir haben ge 
wissermaßen eine „Ruhtransformation“ vor uns, 
In der vorrelativistischen Physik wurde der Term 


(1 _ =a) v in (35) als „Mitführung des Äthers“ angesprochen. 
Wir können unserm Satz eine analoge Deutung geben. 


2. Wir zerlegen die Weltverschiebung PQ in die der 
Vierergeschwindigkeit Mitführungskomponente PP’ 


— Jun, dx" 
su 


und in die PQ 
dE = dx + (1 


=} uiu,dz". 
77 
Für die Kahn P’Q nach der tatsächlch 


4, £ vorhandenen Metrik ergibt sich 
V vig.1. also nach (26) gleich der Entfernung PQ 


nach der Metrik y,. Ist PQ ein Licht 
strahl im Körper, dann ist do? = 0, woraus 
g;,dE'dE* = 0 folgt, d.h. P’Q ist ein Lichtstrahl im Vakuum 
(beim tatsächlich vorhandenen Gravitationsfeld g,,). Beide 
unterscheiden sich durch die Mitführung (36). P, sei die senk- 
rechte Projektion von Q auf die Richtung u, so daß PP’ = 


(1 _ Vea) PP,. Das Analogon der Hertzschen Theorie wire 
su 
die Zerlegung PP,, P,Q, was einer unendlich _ Vakuun- 
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lichtgeschwindigkeit im Ruhsystem (P, und Q sind in ihm 
gleichzeitig) entsprechen würde, ganz gemäß dem Galileischen 
Relativitätsprinzip, das dieser Theorie zugrunde lieg. Man 


könnte demnach den Faktor (1 _ Taz) als ,,relativistischen“ 


Mitfihrungskoeffizienten bezeichnen.!) 
Aus dem Vergleich mit den Vakuumfeldgleichungen können © 
wir unmittelbar das Prinzip der kleinsten Wirkung und damit 
nach den Ergebnissen der allgemeinen Relativitätstheorie den _ 
Energietensor ableiten. Wir sehen vom Ohmschen Gesetz ab, — 
und fassen 3' als eine an der Materie haftende Eigenschaft 
auf wie e und w [vgl. (13). Dann haben wir nurmehr die 
Zusatzgleichung (20), die wir nach den getroffenen Fest- 
setzungen auch 


(20) Hr = Fo 


schreiben (20) bzw. (20°) unterscheiden sich von den 
im Vakuum beim Gravitationsfeld y,, zu den Differential- — 
gleichungen (1’) und (2’) hinzutretenden Zusatzgleichung nur 


dadurch, daß an Stelle von Vy der Faktor y= V7 steht. 


Demnach erhalten wir ohne weiteres durch diese Substitution — 
aus der elektrischen Wirkungsdichte Z( des Wirkungsprinzips — 
fir das Vakuum (beim Gravitationsfeld 7,,) 


(37) Ö, LdS=0, (18 = 
(38) Lo) = i V7F., — 3 


wo das Viererpotential ~; mit dem Felde / durch die Gleichung 
(89) Pu ö 0 


ik 0 % 
zusammenhängt, die elektrische Wirkungsdichte bei Anwesen- 
heit von Materie 


1) Die erste Deutung ist, wenn man schon einmal die Verhältnisse 
in bewegten Körpern mit denen bei Ruhe vergleichen will, offenbar die 
dem Geist der Relativitätstheorie angemessene. Denn anstatt dem Äther 
eine Eigenschaft der Materie, nämlich eine Geschwindigkeit zuzuschreiben, 
wird umgekehrt der Materie ein Gravitationsfeld, also eine Eigenschaft 
des 
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oder nach (20’) 
(40%) Lo) — } 


denn es ist nur das Viererpotential zu varieren (was wir durch 
ö, angedeutet haben). An den Grenzen des Gebietes, über das 
das Integral in (37) erstreckt wird, sollen diese Variationen 
verschwinden.!) 

Um die Gleichungen für die Materie zu erhalten, haben 
wir zur elektrischen Wirkungsgröße W© noch die mechanische 
W®) hinzuzufügen. In der Variationsgleichung 


(41) WO+5,W™ =O 


sind nur die Funktionen (14) zu varieren. (Dies soll durch 
d,, angedeutet werden, an der Grenze sei 5,=0). Dabei 
erleidet die Vierergeschwindigkeit (15) die lokale Änderung 
= u — dar + uu u” 
dx da” 


+ hui dar, 


(42) 


(Diese Größe ist natürlich ein Vektor. Um das auch in der 
Darstellung hervortreten zu lassen, hat man nur die gewöhn- 
lichen Ableitungen durch die im zweiten Teil erklärten kovari- 
anten Ableitungen zu ersetzen*).) Von der durch die Funk- 
tionen dz’ charakterisierten Verrückung der Materie werden 
auch die in der Materie enthaltenen elektrischen Korpuskeln 
mitgenommen. Die durch die Variation öz’ induzierte Variation 
von s und u (gebundene Elektronen) und 3: (freie Elektronen) 
erhält man am einfachsten?) aus dem Transformationscharakter 
dieser Größen (s, u Skalare, $' kontravariante Vektordichte): 


(48)) OM gar, 


on" 


1) Das Prinzip (37) (40’) ist von E. Henschke, Diss. Berlin 1912. 
Ann. d. Phys. 42. S. 887. 1913 aufgestellt worden. 

2) Es ist =u" D, — da" D,u D,da". 

3) H. Weyl, a.a. O. S. 212. 

4) Wir sehen damit von der Veränderlichkeit von s und wu mit dem 
Deformationszustand der Materie ab. 


A 
V 
(4 
—— 
4 
| 
pt... | ( 


durch 
er das 


tionen 


haben 
nische 


durch 
Dabei 


ng 


n der 
wöhn- 
ovari- 
‘unk. 
erden 
skeln 
ation 
onen) 
akter 
chte): 


1912. 


t dem 


Zur Lichtfortpflanzung nach der Relativitiitstheorie. 431 a: 


Ox 


6x” 


| — | 
Aus der zweiten Form von Ö,38' sieht man, daß 0,8 eine u 


Vektordichte ist (vgl. Gl. (98) und (99)). Setzen wir den aus 
(2) sich ergebenden Erhaltungssatz der Elektrizität 2° =0 
z 


voraus, so vereinfacht sich (44) zu 


Der Vektor u' wird dagegen von der Variation dz‘ nicht 
mitgenommen, weil sich, da das metrische Feld an Ort und 
Stelle bleibt, der Alten zweier materieller Raumzeitpunkte 
im allgemeinen ändert. (Vgl. Anmerkung 1) 8. 432.) 

Die zu W™ gehörige Wirkungsdichte J) ist abhängig 
von den ersten Ableitungen der Funktionen (14) und den g,,.') 

Aus den elektrischen Gleichungen (37) und den mechanischen 
Gleichungen (41) folgt der Energieimpulssatz. Man zeigt dies, 
ohne von dem expliziten Ausdruck von J) und J Gebrauch 
zu machen, bekanntlich?), indem man eine Variation betrachtet, 
bei der alle Größen, auch das Gravitationsfeld, mitgenommen 
werden. Dann gilt wegen der Invarianz von W® und W™ 
identisch 


We 

(45) 

wo ö, auf die Änderung der g,, hinweist. Wir setzen _ 
(47) ö, Le zZ, Ö, = 1 M:, 


%,, und M,, elektrische und mechanische Energietensordichte. 


In 0, ist fiir einzusetzen 
i ik 


0x" Ox" 


SEN 

1) G. Herglotz, Ann. d. Phys. 36. S. 493. 1911; G. Nordström, 
Versl. Amst. 25. S. 886. 1916. 

2) H. Weyl, a. a. O. § 28. 


| 
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(Den Tensorcharakter von Jg'* erkennt man, indem man wie 
oben die gewöhnlichen durch die kovarianten Ableitungen 
ersetzt.) Partielle Integration ergibt 


5 


und eine analoge Formel (49’) fiir wie We), ye (45), (46), (49) und 
(49) folgt 


(50) +5, = S| 


(49) 


ds 


aS, 


Oa” 


wo ©,, die Summe beider Energietensordichten ist. Die 
Gleichungen (37) und (41) haben also in der Tat den Energie- 
impulssatz 


(60) dar +3 Ss aa! de 
zur Folge. 


Den aus (47,) sich ergebenden elektrischen Energietensor 
kénnen wir nun leicht auf Grund unseres Satzes aus demjenigen 
fir das Vakuum ableiten. Im Vakuum beim Gravitations- 


(62) Ti = FOO 


Wir haben hier einfach wieder wie oben Vy durch 


V- V7 zu ersetzen und erhalten, wenn wir wiederum (20) 
berücksichtigen 
(63) 


Xin F, F, ‚Hr 5} 
Um die Beziehung zwischen Pr und Tol zu ermitteln 
haben wir bloß noch öyi* durch 5gi* auszudrücken. Es ist 
zunächst nach (15) 
(64) }) =— = 
1) Setzt man hier für 5g'* den Wert (48) ein, so wird 


= — uu, wit 


Uy, Uy 62° =— u Uy 
agi ayy? dx’ 
Oa” 


Dadurch werden die zwei letzten Terme in (42) kompensiert: 


= 


6! 
Er fü 
, ©. | 
(6 
D 
di 
v 
it 
~ pe ( 
( 
Br, 
att 


ergie- 


ensor 
nigen 
tions- 


lurch 
(20) 


tteln, 


3 ist 
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und daher weiter 

= Digit — (eu — = dgi* 
(65 pte 

+ (eu — u, u,öger. 
Setzen wir dies in (61) ein und vergleichen mit (47,), oo “9 
> 

(66) x, Louw + (é 1) u; U, Zui») uf u”. % 


Die gemischten Komponenten ergeben sich hieraus, indem man a 
die linke Seite und das zweite Glied rechts mit g*', das erste : 
Glied rechts mit 7*' + (su — 1)u* uw’ multipliziert zu 
Im Ruhsystem (und bei Normalwerten der g,,) hat der Faktor 
von (eu — 1)u! die Werte Ta, 0 (2 =1, 2, 3). Nach (66) 


ist in diesem Fall T,, = Mithin 
und daraus gemäß (63) 

(67) TE = F,H" — (eu —1)Q2,u, 
wo wir den „Ruhstrahl“ 


eingeführt haben. Denn ist ©* der Energiestrom (e = 1, 2, 8), 


so ist ZW = — = und im Ruhsystem 


Durch die Formeln (67’) und (69) ist der von M. Abraham 
angegebene Energietensor bestimmt.!) 


Trägt man (67’) in (68) ein, so findet man wegen 2” vu, = 0 u 


6a” Oa” 
Dies ist in der Tat die lokale Variation von w bei vollständiger SS 
Mitnahme von der Verrückung da‘. 


1) W. Pauli jr., Enz. d. math. Wiss. V 19, Formel (308). Nach 
(50) und (60) gilt auch das Variationsprinzip 


(A) 5,W +5,W® = 0, 
wo in 5, das Viererpotential von der Variation mitgenommen wird — Bem 


= 
In wie 
ungen 
9) und 
‘d8, 
Die 
"4 


— 
2. = 


Die Der Einfachheit "halber werden wir 
uns im folgenden mit der Lichtausbreitung in homogenen (u. 
geladenen) Isolatoren beschäftigen. Für diese gelten, wie wir 
gesehen haben, die Gleichungen des Vakuums beim Gravitations- 
feld 7,,. Bis auf weiteres werden wir auch die Klammern bei 
den Indizes weglassen (und zuweilen auch g,, für z,, schreiben) 

An Stelle der Feldgleichungen verwendet man bei optischen 
Fragen die aus ihnen abgeleiteten Wellengleichungen. In der 
speziellen Relativitätstheorie wird die wellenartige Fortpflan- 
zung einer Größe A on eine Gleichung der Form 
A, 
Ga, * da, 
gegeben. Diese Summe vom zweiten Differentialquotienten ist 
der (vierdimensionale) Laplacesche Operator angewandt auf 4. 
Wir wollen zunächst die entsprechenden Operatoren der all- 
gemeinen Theorie aufstellen. Dies gelingt leicht, wenn wir die 
gewöhnliche Differentiation durch die sog. kovariante Differen- 
tiation ersetzen.') 

Sei p ein Skalar, y; ein Vektor, 7,, ein Tensor, so lauten 


die kovarianten Differentialquotienten 
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D4= 


Dann wird auch das Feld Fi, mitgenommen, nicht aber das Feld Hy, 
weil die «' die Variation (42) und nicht die (42’) Anm. 1) $. 482 erfahren 
(denn das metrische Feld bleibt unverändert). I. Ishiwara ist, Ann.d, 
Phys. 42. 8. 986. 1913, von dem Prinzip (A) ausgegangen, wobei er aber 
noch verlangt (a. a. O. Gleichung (15a)), daB H von der Variation mit 
genommen wird. Dann würde dasselbe auch für die wi folgen, d. h. man 
legt die Variation du! (42’) zugrunde, die auch bei konstanten gi. mit 
(42) nicht verträglich ist. Setzt man aber in die Identität (45) in Ö, w" 
die Variation (42°) ein, so hat man dafür in 5, W® die gx, nur soweit 
sie nicht in den u' vorkommen zu varieren. Dann ist öy'* = dg'* und 
man gelangt gemäß (61) zur Tensordichte (63), die zum von Minkowski 
(W. Pauli, a. a. O. Formel (301)) angegebenen Energietensor führt, wie 
dies in der Tat auch aus den expliziten Rechnungen von I. Ishiwars 
hervorgeht. 

1) Sie stammt von E. B. Christoffel. Die angegebenen Regeln 1 
bis 4 sind von G. Ricci und T. Levi-Civita. Math. Ann. 54. S. 185, 
1901 aufgestellt worden. Für den Beweis des Tensorcharakters der ko- 


varianten Ableitungen vgl. z.B. M. v. Laue, Relatitivitätsprinpzip 
1, § 19. 


x 
(7 
m 
(1 
| (Ti 
un 
1 
4 
D 
hs 
vi 
— 
ı 


(10) = Dp=n= 
oT l 
(72) D, T,= } — {* im 
und allgemein fiir einen Tensor 


m) 


Da ig &...tom = OT te 


| 
73 ° 
Die Andeutung der Differentiation durch einen Index ist des- 
halb bequem, weil nach Definition folgendes gelten soll: 

1. Regel. Die kontravariante Ableitung wird aus der ko- 
varianten durch den üblichen Übergang von ko- zu kontra- 
varianten Komponenten erhalten, d.h. es ist 


2. Regel. Auf dieselbe Weise geht man von der Ableitung 
der kovarianten zu der der kontravarianten ee : 


über, d. h. 3 


D ky... ke 
Auf Grund dieser beiden Regeln kann man daher in einer 
Gleichung, die diese allgemeinen Ableitungen enthält, ent- . 


sprechende Indizes nach oben oder nach unten bringen, gleich- __ 
gültig, ob diese Indizes die Komponente oder die Differen- — . 


kann man auf der rechten Seite von (75) die entsprechenden 7 : 
gemischten Komponenten wie links auftreten lassen. Z. B. ist 
nach (72) und (75) 


i is is OTsk hl 
und für das erste Glied rechts kann man gemäß ua 


z - 
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; 6 gis 


so daß die Formel 


‘ kl 
resultiert. ist 


n_ l 


3. Regel. Für die Differentiation von Summe und Pro- 
dukt gelten die gewöhnlichen Differentiationsregeln. 

Dies folgt daraus, daß in einem geodätischen Koordinaten- 
system, in welchem die Ableitungen der g,, und daher auch 
die Dreiindizessymbole verschwinden, die kovarianten mit dem 
gewöhnlichen Ableitungen zusammenfallen. 


4. Regel. Vertauschung der Differentiation ist im all- 
gemeinen nicht gestattet, sondern es gilt \ Fair, 
(78) Pix — Pri = 9; “bina, tee 
(79) Pirı — Pin = 
(80) — = + zum Tin 


und allgemein 
T; ie = m Thin. ... 
(81) | ı tm Lh + 
+ 


"\ 
a n 
der Riemann-Christoffelsche Kriimmungstensor ist. Man 


bestätigt (81) leicht in einem geodätischen System. In einem 
solchen ist 


wo 


(82) 


| 
2 (77) { m 
| 
er 
208] 
| | 


laten- 
auch 
t dem 


all. 
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? 


Setzen wir ferner 

wo gemäß der im ersten Teil getroffenen Verabredung die 
Dreiindizessymbole mit eingeklammerten Indizes sich aus den 


Y;, genau so aufbauen, wie die gewöhnlichen Symbole aus den 
9, Setzt man (83) z. B. in u ein, so findet man unmittelbar 


(84) Do = P* 


L~ ik il “mk im? 
woraus man erkennt, daß oes p Tensoren sind. Durch Zurück- 
gehen auf ein geodätisches System bestätigt man sofort 


(85) = 77 ((ku,u,), + (ku,u), — (ku; %,),) » kn l ——., 


Auf gleiche Weise 

(86) RO = Rizim + DP im — + P’inP" un 
— P mal” 

5. Regel. Man erhält die auf y;, bezogenen kovarianten 
Ableitungen aus den auf g,, bezogenen, indem man die ge- 
wöhnlichen durch die kovarianten (auf g,, bezogenen) Ablei- 
tungen und die Dreiindizessymbole durch die Größen p ersetzt. 
Der Krümmungstensor 2 wm) geht aus R',,, durch Hin- 
zufügung eines Gliedes hervor, das man aus A’, durch die- 


selbe Substitution gewinnt. 
Nach diesen Vorbereitungen sind wir imstande, die La- 


placeschen Ausdrücke niederzuschreiben. Es ist ER, 
8 


Man sieht, daß diese nn jeweils denselben Tensor- 
charakter haben, wie die Größe, auf die der Operator an- 
gewandt wird. Bei einem Skalar p treten nach (70) und (71) 
nur die ersten Ableitungen der g,, auf. vo m. der Wellen- 


Annalen der Physik. 1V. Folge. 72. j 


4a 
ö i,m ö 
== NS 7 | 4 4 
Pro- 
Man u 
inem 


.17 
us 
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ausdruck für einen Skalar auch in der allgemeinen Relativitäts. 
theorie mit dem Laplaceschen Ausdruck zusammenfallen, 
Wenden wir allgemein den Buchstaben W für einen Wellen. 
ausdruck an und führen die Bezeichnungen N 
Op 


(90) Grad = 

te 
(91) Divg = g*, ve 
ein, so haben wir also fiir einen Skalar Pa 
(92) Div Gradp = Wp. 


Die Ausdrücke (83), (84) usw. enthalten die zweiten Ab- 
leitungen g,,. Sie werden daher nur noch im Bereich der spe- 
ziellen Relativitätstheorie oder in Gravititationsfeldern mit ver- 
schwindendem Krümmungstensor Wellenausdrücke darstellen; 
im allgemeinen Falle werden noch Terme hinzutreten, in denen 


dieser Tensor vorkommt. Wir wollen diese Zusatzterme be- 
stimmen. 

Dazu gelangen wir, wenn wir die Relation (92) auf Ten- 
soren zu verallgemeinern suchen. Diese Verallgemeinerung ist 
ın der speziellen Theorie wohlbekannt. Für einen Vektor gilt 
dort die Formel!) 

(93) Div Rot y = Grad Divg — Wy, 

wo der Wellenausdruck W mit ID identisch ist. Die Opera 
toren Rot und Div existieren auch in der allgemeinen Theorie. 
Bezeichnen wir mit p, Ps Sr USw. lineare Ten- 
soren 0. (Skalar), 1., 2., 3., 4. usw. Stufe*), so sind die Rota- 
tionen definiert durch 


1) M. v. Laue, Relativitätstheorie I, Formel (115). 

2) In einem vierdimensionalen Raum bricht die Reihe mit Liiin 
ab. Um die formalen Zusammenhänge besser erkennen zu lassen, setzen 
wir im folgenden einen n-dimensionalen Raum voraus. 


9 
( 
Im 9 
( 
(i 
(1 
Oh. 
“ i- 
9 
’ 
= 
für! 
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‘tits. | die Divergenzen durch 
all ö — 
(99) = car : 
1 we . 
(100) Divi? = — Sik), 
Vg da" gale 
Ab An Stelle der Bezeichnung (94) wird gewöhnlich die i 
spe | 90) angeführte Grad benutzt. Die durch diese Bildungen ent- 
yer. | stehenden Tensoren sind wiederum linear. Die Namen Rota- 
len; tionen und Divergenzen rühren daher, daß für sie verall- 
enen gemeinte Stokessche bez. Gausssche Sätze!) gelten. Diese 
be- Darstellungen der Rotationen gelten nur für die kovarianten, 


diejenigen der Divergenzen nur für die kontravarianten Kom- 
Ten. ponenten. Ersetzen wir aber in (94) bis (97) die gewöhnlichen 
durch die kovarianten Ableitungen, so erhalten wir die Formeln 


‘git Rot,p= pi, 
(95’) Rot, = Pri— Pixs 
(96’) Rot f= Pex + F kli + Fir 
(97) Rot S= — Iminı — USW. 


orie. 
Ten- wo wir nunmehr nach > 1 und 2 auf beiden Seiten die 
we gleichen Indizes nach oben bringen dürfen. Verfahren wir 


analog mit (98) und (101), indem wir beachten, daß die kova- 
riante Anleitung von Y g verschwindet, so gewinnen wir die 


iklm 


Formeln { 
ed (el 1), B 
(100’) of Divi* § = Se, it 
(101) Div = usw. 2 


ok 1) W. Pauli jun., a. a.0., S. 606. Für die eindimensionale ,,Ro- 
Py 


lautet der Stokessche Satz f Rot; = 


4ikim 


tzen 


[| 
| 
| 
5 


PURE 


Durch Herunterziehen des Indizes erhalten wir die kova- 
_ yianten Komponenten. Die Tensoren (94) bis (101) sind bez. 
_ mit den Tensoren (94) bis (101’) identisch, weil sie in einem 
 geodätischen System miteinander übereinstimmen. 

= Aus der Darstellung (94’) bis (101) geht hervor, daß nicht 
nur die geometrische, sondern auch die formale Definition 
der Rotation und Divergenz aus der gewöhnlichen Vektor- 
analysis in die allgemeine übertragen werden kann Bekanntlich 


_ ist, wenn Y der Vektoroperator | ” und a 
ein Vektor ist, 
(102) rot a = [Ya] (äußeres Produkt), 
(108) diva = Va (inneres Produkt). 


An Stelle von V tritt der Operator D. Das RR Produkt 
eines Vektors (linearer Tensor erster Stufe) 4 mit den linearen 
Tensoren 1., 2., 3. usw. Stufe @,, F,,, S,,, usw. ist 


(104) [49], = 4,9, — Gis 

(105) = A Fr 

(106) = Ar Shim — Ar Simi + AS nix — Am USW. 
Ist der Vektor A speziell eine Verschiebung §,) und der lineare 
Tensor ster Stufe, mit dem man ihn äußerlich multipliziert, 
ein aus den s-Verschiebungen &», &s), --- &s+1n gebildeter 
s-dimensionaler Raumtensor, so ist also das äußere Produkt 
der aus den s+ 1 Verschiebungen &4), &, --- &s+1 gebildete 
s + 1-dimensionale Raumtensor. Entsprechend definiert man 
das äußere Produkt zweier beliebiger Tensoren’) und allgemein 
das äußere Produkt zweier Tensoren, die in den zu multi- 
plizierenden Indizes vollständig antisymmetrisch sind (was 


kl 


1) Das äußere Produkt von A,;, und B;„ wird also gegeben durch 

Entwicklung der Determinante 

Ot; Oy Om | 

[4 | Pr Be 

¥m 

6; 5; 5; 

nach den Unterdeterminanten der ersten zwei Zeilen, indem man nach 
0; OK | 

= a rt, 

Bim setzt. Man sieht sofo 

daß das äußere Produkt sein Vorzeichen bei Vertauschung der Faktoren 

nur dann ändert, wenn beide Faktoren ungerader Stufe sind. 


é 


der Entwicklung = Ay, 
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bei den übrigen Indizes nicht der Fall zu sein braucht). Ist \ 7 E 
2B. A,,;, in i und k und B,,, in J und m antisymmetrischh 
(107) Baum 

das äußere Produkt bezüglich dieser Indizes anzeigen. 


Nach diesen Erklärungen lautet die allgemeine frrmle 
Definition der Rotation eines linearen Tensors M er 
(108) Rot M=[DM]. 
Die innere Multiplikation besteht bekanntlich (bei beliebigen,  _ 
nicht notwendig linearen Tensoren) in dem Prozeß der Ver- — 
jüngung an den zu multiplizierenden Indizes. Es ist also 
(109) Div M = DM, 
wo die Multiplikation über den letzten Index von M vor- 
zunehmen ist. 

Entsprechend den Formeln (92) und (93) in Verbindung 
mit (94) definieren wir allgemein den Wellenausdruck W für 


einen beliebigen linearen Tensor M durch 
(110) Div Rot M = Rot DivM+ WM, Shea oat 


wo das obere oder das untere Vorzeichen gilt, je nachdem M 
von gerader oder ungerader Stufe ist. . 
Für einen Tensor erster Stufe g, ist nach (88), (95°), (99) _ 


Div, Rot = g*;, — pH, = D:9- aL 


Nach der vierten Regel Formel (79) ist a: - 


wo — Kan verjüngte Kriimmungstensor 
ist, Unter Beachtung von (94’) und (98°) wird also 


Div, Rot p = Rot, Div — 0,9 — Rp, 
und der Vergleich mit (110) lehrt, daB 
um Wop = Opt 
Es ist bemerkenswert, daß der Zusatzterm hier nur rs 
Jüngten enthält. 


Für einen Tensor zweiter Stufe F,, ist gemäß (96) und 
(100’) 


Div, Rot = + Fu'+ 


ez, 
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Das erste Glied ist nach (89) D,,7, die beiden anderen sind 
zusammen von der Form K,; — K,,, wenn K;, = F,,,' bedeutet, 
Nach der 4. Regel Formel (80) ist 

oder unter Einführung der Divergenz (99’) und des verjüngten 
Krümmungstensors 

K,, = (Div, + Ra Fur 
so daß nach der Definition (95’) der Rotation 
K,; Ki, = Rot,, Div + R} Fix R," Fi A!) Fy 
Infolge der Symmetrieeigenschaften von R 
noch #,,;,—R 
fir M= F mit 
113) F=0,F + — + 


hi’ 


‘zim 38t schließlich 
= R,,,, und damit geht (112) über in (110) 


hikt 


Nach (104) kann man dies mit Benutzung der Schreibweise 
(107) auch 
(113°) Wy P= Rel + By ‘ 
schreiben. 

Genau so leitet man für den Tensor dritter Stufe $,,, 
WS = S + + Shin 


ab, was sich wieder nach (105) 


hmk 
1149) S= Oi + Rey" Sum + 
schreiben läßt. 


Die allgemeine Formel für den Wellenausdruck W des 
linearen Tensors ster Stufe M, 


| } 
(115) M=D;...M+ Ruy" Mist) 
+ pig)” Mam ig)... 
Aus den Formen (94) bis (101) der Rotationen und Divergenzen 
folgt unmittelbar 
(116) Div Div M = Rot Rot 7 = 0. 
Nimmt man also von (110) die Divergenz bzw. die Rotation, 
so wird 
Div Rot Div 7 = + Div WM, Rot Div Rot M = + Rot WM. 
Da sich die Stufenzahl eines Tensors bei Divergenz- oder 


un 
un 
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Rotationsbildung um eine Einheit ändert, gibt (110) angewandt ne 
auf DivM und Rot M 
Div Rot Div = += WDivM, Rot DivRot W=-+ WRotM. 
Demnach ist ; 4 
ten (117) DivWM=WDivM, Rot WM= WRotM. es 
Der Wellenausdruck ist mit Rot und Div vertauschbar. 
Für zwei lineare Tensoren gleicher (etwa zweiter) Stufe 1/ 
und N gilt für das innere Produkt 1/1) N wegen der 3. Regel 
unter Beachtung von (98) und (98) u 


hl Mito, NV = = N), — MN, 
lich 1 a 
Vg 9 
und damit 
(18) MON—-MON=— (Mit N, — 
eise 177 


Hier kann man 7] durch W za denn die Zusatzterme 
heben sich, wie man an (111), (113), (114) und der allgemeinen 
Formel (115) erkennt, wegen der Symmetrie von R,, bzw. R,,,, 
in den Indizes 7, A bzw. in dem Indexpaar (i), (lm) fort. Inte- 

. grieren wir (118) über einen geschlossenen vierdimensionalen 
Raum (Volumenelement dY = Vg dx dz* dz*dzx*), so erhält 
man aus dem Gaussschen Satz’) 


(119) N- NWMd= = ft MN,—NM)d8 
(d8 Oberflächenelement der Begrenzungsfläche, n kovariante Ab- 


des | leitung nach der äußern Normalen), Für die Wellenausdrücke 
(und Laplaceschen Operatoren) gilt der Greensche Satz.?) 


3. 
Feld, Viererpotential, Hertzscher Tensor. Die Differential- 
zen | gleichungen für das Feld F schreiben sich (wieder mit Fort- — 7 
lassung der Klammern bei den Indizes), wenn man die De- __ 
finitionen (96) und (99) einführt Br 


ion, (120) Rot F=0, Div F=0. ae 


1) W. Pauli jun,, a. a. O., Formel (139a). ies 
M. 2) Die Dichten 7 0, Vg W stellen also sich selbst adjungierte E 


a in <4 


| 
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Aus (110) folgt sodann 
(121) WF=0. 


WF ist der Ausdruck (113) (wobei Regel 5 zu beachten ist) 
Das Feld pflanzt sich wellenartig fort. Mit Hilfe des Ver. 
tauschungssatzes (117) beweist man ganz analog wie in der 


klassischen Theorie’) die Umkehrung: Eine Lösung der Wellen- 
 gleichung (121), die zu einem Zeitpunkt der Feldgleichungen (120) 


genügt, tut dies stets. 


Die unbequeme Einschränkung der Anfangswerte kann man 


mildern oder ganz beseitigen, das erstere durch Einführung 
des Viererpotentials y, das letztere durch Einführung des 


 Sechserpotentials Z, das wir auch den Hertzschen Tensor nennen 


wollen. (Wir werden diesen Namen sogleich rechtfertigen) 
Wie in (39) setzen wir 


(122) F=Roty, 


wodurch nach (116) die erste Gleichung (120) erfüllt wird, 
Aus (93) folgt dann 


(123) Div F = Div Rot y = Grad Dive — Wg, 
so daß auch die zweite Gleichung (120) erfüllt wird, wenn y 


der Wellengleichung tw 
(124) W, = Oey R} fr = 0 


mit der Nebenbedingung 

unterworfen wird. Von dieser kann man sich endlich nach 
(116) noch befreien durch den Ansatz 

(126) 
Nach der Vertauschungsregel (117) ist a oot 

(127) Wp=WDinZ=DivWZ, 

so daB (124) durch die Gleichung ik 

(128) WZ=0 

Geniige geleistet wird. Aus (122) und (126) erhält man die 
Darstellung des Feldes durch das Sechserpotential 

(129) F = Rot Div Z, 


1) Vgl. E. Cohn, Das elektromagnetische Feld, 8. 410—412. 
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oder wegen (110) und (128) 
129‘) F = Div Rot Z 
Vierer- und Sechserpotential erfüllen die We EEE BY 
Ein System geladener Teilchen (im folgenden kurz Mole- 
kül genannt) von der Gesamtladung e ruft im Weltpunkt P 
(c!, 2%, 2°, z*) nach der speziellen Relativitätstheorie (wir legen 
fir den Rest dieses Teils die Elektronentheorie des Vakuums 
zugrunde) in erster Annäherung ein Viererpotential 
(130) 2) 
hervor. (&., u, Koordinaten und Vierergeschwindigkeit des 
Moleküls im Schnittpunkt seiner Weltlinie mit dem Vorkegel 
@,-&)@—&)=0 von P). Statt der Eigenzeit s können 
wir aber wie in (14) einen beliebigen Parameter r wählen, 
durch den die Lage des Moleküls auf seiner Weltlinie be- 
stimmt wird. Die in (15) auftretende Wurzel hebt sich in 
130) in Zähler und Nenner weg und wir können schreiben 


(130) R=-k 


Verschwindet die Gesamtladung e, so ist das Molekül elektro- 
magnetisch polarisiert (wobei die Trennung in elektrische und 
magnetische Polarisation abhängt von der Trennung in Raum 
und Zeit). In diesem Falle reicht (130°) nicht aus, sondern 
man hat in der Näherung einen Schritt weiter zu gehen. Nach 
126) liegt Z eine Differentiationsstufe vor 9. Wir werden daher 
vermuten, daß in Analogie zu (130°) durch die Formel 
M ix 

(181) Z,,= 
das Sechserpotential eines elektromagnetischen Dipols dargestellt 
wird (in erster Annäherung, falls die elektromagnetischen Mo- 
mente m nicht verschwinden). Spalten wir in Raum und Zeit 

Pig Far Pa Pn = ED, - B 
Po Fs» Fs Wy, 


1) M. v. Laue, Relativitätstheorie I, Formel (218); W. Pauli jun, 


r 


ist 4 
} 
= 
der 
20) 
des 
E | 
= 
7 
ach > 
> 
die 


- 


446 oma W. Gordon. 


€,H elektrische und magnetische Feldstärke, A, Vektor. 
und skalares Potential, 3,p polare, 3, m axiale räumlich 
Vektoren, so zerfällt zunächst (126) und (129), (129) in di 
Gleichungen 4 


(126) 34 rot BY, 

(129) €=rotrotZ — rtd, $= ~ rot + rot rot 
6 

(Punkt = 4 . 


Aus (128) geht die gewöhnliche Wellengleichung für } 
und §/ hervor. (131) aber zerfällt, wenn das Molekül rult 


(131’) “/| P— Molekül 


Ist m und damit 9’ = Null, so et wie man aus (126) 
(129”) und (131’) erkennt, § gleich dem Hertzschen Vekt 
für ein elektrisch polarisiertes Molekül vom Moment p.') Is 
umgekehrt p= 3 = 0, so wird durch (126), (129”) in Ver 
bindung mit (131’) Potentiale und Feld eines magnetisch polar 
sierten Moleküls vom Moment m wiedergegeben.) 8 ist dag 
magnetische Gegenstück zu 8. Das Sechserpotential ist di 
vierdimensionale Zusammenfassung des elektrischen und magu. 
tischen Hertzschen Vektors. 

Wir wollen den Hertzschen Tensor für ein beliebige 
ungeladenes Molekül angeben und damit auch die Formel (13) 
bestätigen. Sei 
die Weltlinie eines der geladenen Teilchen von der Ladung « 
&(r) die Weltlinie des Molekülmittelpunktes, die 0 & ‚Funktione 
von t, also die relativen Koordinaten des Teilchens. Die for 
male Einführung des Faktors s dient in bekannter Weise dam, 
die Entwicklung nach den d£ und ihren Ableitungen nacht 
in eine solche nach ¢ zu verwandeln. (Hinterher ist dam 


| r = Entfernung) 


1) Vgl. z. B. M. Planck, Einführung in die Theorie der Elek 
trizität und des Magnetismus. $ 87, 88. 
2) H. A. Lorentz, Enz. d. math. » Wiss. V. 14. Nr. 15. 


wied 
ane des 
(133 
Pr wo 
| (134 
i des 
Koo 
(13% 
und 
sich 
el 
"be. 
D 4 
er: 
ni 
vo 


n die 


ot} 


4 
fiir 
ruht 


nung 
il 

(126) 
Vektor 
) ly 
Ver 
oları 
it das 
st di 


»biges 
(131 


Ing ¢, 
ionel 
> for- 
dazı, 
ach 1 
dam 


Elek- 


"Bwieder & gleich 1 zu setzen.) Nach (130’) ist das Viererpotential 
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des Teilchens 


6 i 
wo t die aus der Gleichung ad 
(134) (x, — n,)(® — 7") = 0 


des Nullkegels in P sich ergebende Funktion von s und den 
Koordinaten x', x*, 2?,2* von P ist. Die rechten Seiten von 
(133), die ursprünglich (wo die » die Funktionen (132) von & 
und sind) Funktionen y, (z, &, x', 2°, x4) sind, verwandeln 
sich durch die Substitution von r in Funktionen ¢, (s, x}, x?, 2, x*): 
(135) wy, (t, &, 2°, x4) = gy, (6, 2}, 22, 2°, 29). 

Um nach « zu entwickeln, haben wir die Ableitungen 
= wa usw. zu bilden. Differentiation von (134) und (135) 
liefert sofort 

dr Ot öm dt 
(136) dak a @ dar 


(186') = + OW; or dw; 0 gi Ow; + OW; er 


woraus 


. 


08 Ot dar O86 dar Oar} Ge 


Für die hier rechts auftretenden Posten erhält man aus (133) 


de R dOtde R* Ot lde Or r 

Oy Oy e dm On, Ay 

da ds dr de 

Oar Os dar de 


Bei der Summation dieser drei Ausdrücke hebt sich das zweite 
Glied des ersten Ausdrucks gegen den zweiten Ausdruck weg. 
Das letzte Glied des ersten Ausdrucks ist nach (133) und der 


0? nr 0 (én 
ersten Gleichung (136) — g, (55) und 
wird also durch das letzte Glied des dritten Ausdrucks ver- 


nichtet. Nach der ersten Gleichung (136) und der Definition 
von R in (133) ist ö (32 ). dr dm 


0 ar Dr dar Ot Orde’ 


Er 


5 


f 


| 
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so daß man für das erste Glied des ersten Ausdruck 
(57) -g” oder wegen der Divergenzfreiheit (125) de 


Oar 
Viererpotentials (52 ) schreiben kann. Wir erhalte 
somit schließlich 

8 gi d (ani , 

188) - 

oder, wenn wir die Definition (104) des äußern Produkts zweier 
Vektoren einführen, 


(138’) = Div | 5 


Nach der ersten Gleichung (136’) angewandt auf FA | ist 
ferner 
0° [Oy 

wo zuerst 07/0¢ als Funktion von « und den z, zuletzt al 
Funktion von « und + gedacht ist. Aus (138) und (139 
ersieht man, daß das Sechserpotential eines polarisiertn 
Moleküls durch 


7 1 ds 1 d?z 
(140) 


dargestellt wird, worin für z nach (132), (133) und (138’) 


N x 
einzusetzen ist. (rist die durch (134) implizit 2.2 Funktion 
von ¢ und dem z); z und seine Differentialquotienten sind für 
&e= (0) zu nehmen. Es ist über alle Teilchen des Moleküls a 
summieren. 
Um dz/ds zu bilden, beachte man, daß nach (132), (136 


und (140°) 


+e (0g, 


Daı 
Für 
(141 
mit 
(14 
=) Bes 
rest 
(14( 
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Danach erhält man aus (140’) ohne weiteres 


Für <= 0 ist also 


mit der Abkiirzung 
éR 
un 


Beschränken wir uns in (140) auf die zwei ersten Glieder, so 


e=0 


(z,.— §,) 0g" log |) 
+ + (x, — 8,08" 


& 008 
2 dt | 
Bei Vernachlässigung der Momente zweiten Grades ö&"0& 
gilt demnach in der Tat die Formel (131). Zerspalten wir in 
Raum und Zeit, indem wir als Parameter t die Variable &*= ct 


wählen (dann wird =1, 0), so 


gewinnen wir für das elektrische und magnetische Moment die 
Darstellungen 


42) p= Ses, 

Hier bedeuten 3 die Lagenvektoren der Teilchen vom Molekiil- 
mittelpunkt aus, » dessen Geschwindigkeit, u die relative Ge- 
schwindigkeit der Teilchen. Die Summen big zu erstrecken 
über die Figur des Moleküls zur Zeit t — =, wo r die Ent- 
fernung Beobachter—Molekiil zu dieser Zeit iat, Für die beiden 
Vektoren 3 und 3’ finden wir nach (140”), (141,) und (141’ 


Tucks 
de 
alten 
| 
1er 
| 
| R=—(2,-§) 
— 
(139) resultiert 
zerten 5+ a 
2 
Kan 
(140”) | 
at 
3 
OF] 
id für Pr 
(136 
> 


t Radiusvektor Molekül-Beobachter, v, Komponente von bi 


dieser Richtung, » = =. (142) zeigt, daß ein bewegter Hert 


scher Oszillator ein magnetisches Moment Ip | besitzt ı 


daß daher zur Darstellung seines Feldes die beiden Vekton 
3 und 3’ notwendig sind. 


Setzen wir H = F — M, so lauten die Feldgleichungen 
Div F=s+ Div M. Nach (123) ist dann wegen (125) #9 
—s— Div M. Trennen wir in zwei Teile y, + 9, 
dab Wo, =—s, Wo, =— Div M und setzen = 
ergibt sich Div WZ = — Div M, was durch WZ = — M befrieli, 
wird. Daraus schließen wir: Das Feld F läßt sich durch 
Vierer- und ein Sechserpotential 


(144) F = Rot ¢ + Rot Div 4, y= [ a9, 2 = (Zar 
(4V = räumliches Volumenelem 
darstellen |[] Wert zur Zeit £— =) von denen sich das 


auf den Viererstrom, das zweite auf die Sechserpolaris 
bezieht. Aus (143) und (143°) erhält man (bei Vernachlassigt 
der Momente zweiten Grades) 


= 3 
| | r (1 2r(1 +) woh 
1 d dv R — 
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(742) ly fere 
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N Anzahl der Moleküle in der Volumeneinheit). Dies ist die 
wohlbekannte Darstellung des Feldes nach der Elektronen- 
theorie.) Auf dem oben erwähnten magnetischen Moment 
bewegter polarisierter Moleküle beruht die magnetische Wirkung 
"Bes Röntgenstroms. 
4. 

Die Strahlen. Der Fall, daß nach gegebenen Anfangs- 
bedingungen das Feld in allen Einzelheiten bestimmt werden 
soll, entspricht nicht den in der Optik im allgemeinen vor- 
liegenden Verhältnissen. Dort kommt es vielmehr darauf an, 
die Geschwindigkeit der „Strahlen“ zu kennen, um die durch 
die Bewegung und das Gravitationsfeld hervorgebrachten Inter- 
ferenzeffekte beurteilen zu können. 

Durch die vorhergehenden Entwicklungen haben wir den 
in der klassischen elektromagnetischen Optik verwendeten 
formalen Apparat gewonnen. Wir können uns daher bei der 
Behandlung unseres jetzigen Problems vollkommen an die 
klassischen Methoden halten.?) Wie wir gesehen haben, brauchen 
wir, wenn wir den Hertzschen Tensor als Darstellungsmittel 
des elektromagnetischen Feldes wählen, uns nur mit der Wellen- 
gleichung zu beschäftigen und haben weiter keine Neben- 
bedingung zu berücksichtigen. Wir machen für Z den Ansatz 
(145) Z=Acosxi+a 
Bi eine Konstante, Z ein Skalar, A und a lineare Tensoren 

aweiter Stufe). Nach Regel 3 des zweiten Teils ist (wenn wir 
‘wieder die Klammern bei den Indizes fortlassen 

4,= A,cosx# —x ATL, sin x + a, 
DZ=Z= 


248 Ff ı 


und daher nach (92) und (113) 
AE, x E— 2x(A, + AWE)sin «E 
| +cosxE-WA+ Wa=0. 

Unter Strahlen versteht man Linien, die, wenn man die 
Beugungsphänomene außer Acht läßt, Lichtkomplexe seitlich 


Kuss) 


1) H.A. Lorentz, a.a.0.; W. Dällenbach, Ann. d. Phys. 58. 
8.523. 1919. 

2) Vgl. z.B. J. Hadamard, Legons sur la propagation des ondes, 

Paris 1902, 8.331; H. A. Lorentz, Abh. über theor. Physik, S. 415. 
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begrenzen können und sich unabhängig voneinander verlalte 
Damit man von der Beugung absehen kann, müssen die Welle. 
längen klein gegenüber den Dimensionen der Apparate sein 
Um diese Voraussetzung mathematisch zu formulieren, gebe 


einer reziproken Wellenlänge 4. Die ersten Ableitungen von | 
haben dann die Größenordnung von Richtungskosinussen wi 
Brechungsindizes, also die Größenordnung 1. Der leichten 
Ausdrucksweise wegen wollen wir ferner annehmen, daß 4 
(und damit auch do) und die Koordinaten x die Dimension 
von Längen haben. (g,, g'*, 7;,, sind dann dimensionslo 
Wir nennen eine Größe langsam veränderlich!), wenn ihn 
relative Änderung und die ihrer (gewöhnlichen) Ableitung 


auf der Strecke A klein ist, d.h. <i, <1 wy, 
wenn P, P’, P” usw. die Größenordnung der betreffende 
Größe und ihrer Ableitungen sind. Dann lautet die Voraus 
setzung, die wir machen müssen, um von Strahlen reden ı 
können: A, E’, y,, sind langsam veränderlich, a ist klein ge 
A. Ferner mögen die Koordinaten so gewählt sein, daß ı 
und x, (höchstens) von der Ordnung 1 sind. (Das gilt da 
auch von g'* und =‘). Ist 7 diese Ordnung, so haben wir al 


Langsamveränderlichkeit von A und von a 
schnell veränderlich sein wird) bedeutet AuBerachtlassung jl 
Randerscheinungen, die Voraussetzung über Z” Beschränku 
der Krümmung der Wellenfronten (Beugung in der Nähe & 
Bildpunkte), Langsamveränderlichkeit von y,, heißt: die dur 
die mechanische und Schwerewirkung des Lichtes her 
gebrachten Geschwindigkeiten und Gravitationsfelder (die schı 
veränderlich sind) sind so klein, daß man ihre Rückwirkı 
auf die Lichtfortpflanzung vernachlässigen kann und unter I 
und uw, nur die von außen erregten (langsam veränderlick 


Größen zu verstehen hat. \ 

1) H. A. Lorentz, a. a. O. Ane 
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Die Größenordnung der ersten kovarianten Ableitung ist 
nach (73) P’+y’P, die der zweiten daher (P’ + 7’PY 
(bei einem Skalar 
af ist P= O zu setzen), die des Krümmungstensors nach (82) 
® +7? und damit die von WZ nach (92), (113), (146) und (147) 


+ (44744 AB) AA 472A) +0) 


((a) ist aie wie der vorhergehende Ausdruck zu bilden). 
Wenn wir daher die zweiten und die Produkte der ersten 
Ableitungen der langsam veränderlichen Größen, sowie das 
Beugungsglied a vernachlässigen, so haben wir in (146) nur 


in die Terme mit x und x? zu berücksichtigen, die, wie aus (147) 


und (146°) zu ersehen ist, von verschiedener Größenordnung 
sind. Deshalb zerfällt (146) in die zwei Gleichungen 
148) 


6a! 


(4) =— AWE. 


(148) ist die Jacobische Differentialgleichung eines 
# „mechanischen“ Problems mit der Hamiltonschen Funktion 


H=3y'"p,p, WO p, = oa die Impulse sind. Nach den 
x 
kanonischen Gleichungen ist 
(150) 7 = (r= Parameter). 
T 
da’ da’ 
dt dt 
problem 5 | Hdr fließenden Lagrangeschen Gleichungen die 


Gleichungen 


kl\ d 
} der gecdätischen Linien !) (der Mannigfaltigkeit mit dem Linien- 
element do) sind, und zwar handelt es sich, da nach (148) 
und (150) 


(152) 


Daher {= 4y,, ‚so daß die aus dem Variations- 


ist, um geodätische Nullinien. 


1) Vgl. z.B. W. Pauli jun., a. a. O. Nr. 15. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 72. Ze 
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Wegen der Langsamveränderlichkeit der y!" kann man 
(148) durch Funktionen E mit langsam veränderlichen Ab. 
leitungen auflösen. Tragen wir die Lösung in (149) ein, so 
entstehen nach (150), unter Beachtung der Definition (72) der 


kovarianten Ableitung, Gleichungen der Form 
(153) << = lineare homogene Funktion der A, 


d. h. gewöhnliche lineare homogene Differentialgleichungen für 
die Komponenten von A, deren Koeffizienten sich aus den 
ersten und zweiten Ableitungen von Z und den (mit den 7, 
gebildeten) Dreiindizessymbolen zusammensetzen, also bekannte 
langsamveränderliche Funktionen sind. Aus (153) bestimmen 
sich die Änderungen der Amplituden 4 längs der geodätischen 
Nullinien, sobald die Anfangswerte für ein r bekannt sind, 
Diese Anfangswerte können von Nullinie zu Nullinie beliebig 
gewählt werden, unter der Einschränkung, daß sie langsam 
veränderlich sind. Abgesehen hiervon sind aber die Amplituden 
völlig unabhängig voneinander. Ihr Verschwinden an einem 
Punkte hat wegen der Linearität und Homogeneität der 
Gleichungen (153) ihr Verschwinden auf der ganzen von diesem 
Punkte ausgehenden Nullinie zur Folge. Daher können die 
geodätischen Nullinien Weltgebiete begrenzen, außerhalb deren di 
Amplituden verschwinden. Aus (148) und (150) folgt ferner 


(148) 


d.h. die Phase Z bleibt auf jeder Nullinie konstant. 

Wir müssen noch zeigen, daß die letzte der Ungleich- 
heiten (147) erfüllt werden kann. Wegen (148) und (14) 
reduziert sich (146) auf 


(154) Wa=—WA-cosx E. 


Wir haben also die inhomogene Wellengleichung zu lösen] ' 


Diese Lösung kann mittels des Greenschen Satzes (119) priv: 


zipiell auf dieselbe Weise wie in der klassischen Theorie 
bewerkstelligt werden. Die Lösung wird darstellbar sein durch 


Integrale der Form?) 
a= f (G cos x E WA), dx! da? dz’, 


1) M. v. Laue, Berl. Ber. 1922, S. 118. 
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yw G eine Funktion ist, die wie in der klassischen Theorie 
Aufpunkt von der ersten Ordnung unendlich wird, und der 
Index Z auf dem vom Aufpunkt ausgehenden Vorkegel hin- 
weist. Die Theorie der Fourrierschen Reihen lehrt uns, daß 
ı durch Vergrößerung von x, d.h. Verkleinerung der Wellen- 
linge beliebig klein gemacht werden kann.!) Wir sind mithin 
m dem Resultat gelangt, daß die Strahlen in bewegten Körpern 
durch geodätische Nullinien der Mannigfaltigheit mit dem Linien- 
element do? = y,, dx‘ dzx* dargestellt sind. Die Strahlgeschwindig- 
keit ist dabei nach (148’) gleich der Phasengeschwindigkeit 
lings des Strahls. 


Aus do? = 0 folgt nach (26) ds? = — (1 En sa) (u, dz)’. 
Für u > 1 haben also die Weltlinien der Strahlen zeitartige 
Richtung. Es existiert dann eine Viererstrahlgeschwindighcit, 
die nach (15) und (150) (wenn wir wieder die Klammern bei 
den Indizes einführen) gleich ar 


ist. Aus der Existenz einer Vierergeschwindigkeit folgt?) die 
Gültigkeit des Additionstheorems der Geschwindigkeiten. 

Als Beispiel für die Lichtfortpflanzung in einem Körper 
bei Anwesenheit eines Gravitationsfeldes nehmen wir den Fall 
eines in einem Zentrifugalkraftfeld ruhenden Mediums (HarreB- 
scher Versuch). Bei Benutzung von Polarkoordinaten und 
Beschränkung auf die Ebene ist 


(156) ds? = dz,*+ 2,°dz,? — 2° 2, 2dz, dx,—(1 


c? 


#, Radiusvektor, z, Polarwinkel, « Drehgeschwindigkeit). Da 
die Materie ruht, ist 0, uf =1/Y — ju 


WV F- . Die kovarianten Komponenten sind 


= 0, u, = 9g, = 


1) Vgl. z.B. M. Born, Dynamik der Rane, Anhang. 
2) W. Pauli jun., a, a. O. Nr. 25. 
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Für die y,, findet man hieraus nach (18) 


22,2? 
(1 oat 
sue 


Die übrigen ;,, sind gleich den g;,. Es wird also 


1 1 
de = dz,* + dz,* — suc 2,7 dz, dz 
(157) 
DEN, 
&u 
a 


Bei Vernachlässigung von »? reduzieren sich (156) und (157) a 


(157) do® — aids, dx 

7 ‚: Aus ds? =0 leitet man die Erscheinungen im Vakuum 4 

Alk (Versuch von Sagnac).') In diesem Falle ist der Unterschie 

E a der Umlaufszeiten zweier in entgegengesetzter Richtung un 
40 F 


laufender Strahlen 4¢ = = (F umlaufene Fläche). Ver 


tauscht man nun in (156) x, mit z,/Yeu und w mit o/ Pew 
“> so erhält man (157. Bei dieser Vertauschung geht aber die 


a Formel für At in sich über. Sie gilt daher auch in einen 
ponderabeln Medium.?) 
a Berlin, Institut fiir theoretische Physik. 
on 1) P. Langevin, Compt. Rend. 173. 831. 1921; R. Ortvay, Php 
7 Zeitschr. 23. 176. 1922. 
_ 2) M. v. Laue, Relativitätstheorie I, § 24d. 
(Eingegangen 28. Mai 1923.) 
: a” r- 
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awe die Rotverschiebung im Gravitationsfeld aus einem Licht- 


2. po Mißverständnis der Aquivalenz- 
hypothese; 
von Aloys Wenzel, 
Eine jiingst erschienene Broschiire von A. H. Bucherer, 
„Die Planetenbewegung auf Grund der Quantentheorie und 
eine Kritik der Einsteinschen Gravitationsgleichungen“'), die 
in anregender, im übrigen hier nicht zu diskutierender Weise 


quantenansatz herleitet und auf Grund des Gleichgewichts- 
zustandes zwischen Lichtquanten und Materie die Bewegungs- 
gleichungen im Schwerefeld abzuleiten versucht, beginnt und 
schließt mit einer grundsätzlichen Kritik der allgemeinen Re- 
if lativititstheorie Einsteins. Sie beruht indes gedanklich auf j 
einem charakteristischen Mißverständnis der Äquivalenzhypo- Sur: 
these, Der Verfasser argumentiert: Da 
a) Ein Beobachter, der im Punkt P des Schwere- P ? 7 f 
feldes eines Zentralkérpers Z ruht, macht bezüglich = 
eines in einem unendlich kleinen Raumteil dV sich ng 
abspielenden Vorgangs dieselben Beobachtungen, als - 
wenn er auBerhalb des Schwerefeldes mit einer der a 
Intensität desselben in P entsprechenden Beschleuni- 
gung in entgegengesetzter Richtung sich bewegte. 
b) Statt dessen kann er annehmen, er ruhe, und = 
ihm gegenüber habe d V eine entgegengesetzte gleich 
große Beschleunigung. c) Diese Beschleunigung von 
dV kann er wiederum ersetzen durch ein dort wir- er 
kendes Zusatzschwerefeld. Der Beobachter in P gee Z® © > 
winnt also „dieselben Meßresultate bezüglich eines 
Vorganges im Schwerefeld, als ob er außerhalb des Feldes 
ruhte und der Vorgang in einem berechenbar abgeänderten 
Schwerefeld vor sich ginge. Aus diesen Überlegungen geht ur 


dm 


1) A.H. Bucherer, Die Planetenbewegung usw. Bonn 1923. 
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zur Evidenz hervor, daß die besprochene äquivalente Ang 
rung des Schwerefeldes durch die Parameter des Standort 
bestimmt ist... Das Schwerefeld ... ist relativ, d. h. durd 
den Standort des Beobachters mitbestimmt. Deshalb entl 
die Bewegungsgesetze die Parameter des Standortes. Die 
Einstein postulierte Invarianz des Gravitationsgesetzes } 
steht nicht‘. ') 

Der Fehler des Schlusses liegt in der These a), welch 
das Äquivalenzprinzip unzulässig anwendet. Ein Beobachte 
der in Punkt P eines Gravitationsfeldes ruht, dessen Intensiti 
einer Schwerebeschleunigung gp entspricht, beobachtet alle 


dings Vorgänge in seiner unmittelbaren Nachbarschaft so, al 


ob er außerhalb eines Schwerefeldes wäre, dafür aber mit eine 
Beschleunigung — gp sich samt seiner Umgebung bewege 
würde; entfernte in anderen Teilen des nichthomogenen Gr 
vitationsfeldes sich abspielende Vorgänge aber beobachtet & 
keineswegs so, als ob er mit der Beschleunigung — Ir si 
bewegte, sondern als ob er mit der Beschleunigung gay, Üi 
der Intensität des Schwerefeldes in d 7 entspricht, in entgega 
gesetzter Richtung sich bewegte. Statt dessen kann er om 
annehmen, er befände sich in Ruhe, während dV die 
schleunigung g’zy habe, und diese Beschleunigung wieder 
kann er ersetzen durch ein Schwerefeld, nämlich eben jene 
welches in dem Raumteil dV herrscht. Damit aber ist de 
Zirkel vollendet. Das Aquivalenzprinzip ist eben nur anwen 
bar auf unmittelbare Nachbarschaft oder im Endlichen 
homogene Gravitationsfelder. 

Entsprechend diesem Grundirrtum ist auch die rechn 
rische Durchführung, die eine falsche Berechnung des Kir 
steinschen Periheleffektes erweisen will, unhaltbar. Buchere 
findet (als Gleichung 29) für die Frequenz n, einer Schwinguy 
die im Abstand r von der Zentralmasse u emittiert wird, in 
Abstand o von derselben beobachtet wird, 


n=n, (1-4 + 


wo n, die Schwingungszahl bei Emission im — 
Feld bedeutet. Das ist aber durchaus keine neue Beziehung 
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sondern sie ergibt sich ebenso aus der Relativitätstheorie Ein- 

® steins.’) 
Wenn nun aber Bucherer den Klammerausdruck in die 
Bewegungsgleichung eines um den Zentralkérper rotierenden 
Planeten so das eine unzulässige Das 


Stelle der Emission in der o vom Zentralkörper 
von dem Potential an der Oberfläche des Zentralkörpers ab- 
zuziehen ist. Es ist also durchaus objektiv, nicht subjektiv auf- — 
zufassen. Für die Merkurbewegung aber z. B. hat es gar keinen | 

2 Sinn, das Potential der Sonne in Erdentfernung zu berück- | 
sichtigen, die Planetenbewegung erfolgt ja nicht unter dem Ein- 
fluß dieses Potentials, ganz abgesehen davon, daß, wenn schon 
die Störung durch die Erdmasse in Betracht gezogen werden 
sollte, dann das Potential, das der Erdmasse zuzuschreiben ist, 
eingesetzt werden müßte; diese Störung aber ist zu vernach- 
lässigen. Der Verfasser wurde zu der falschen Einsetzung 
offenbar durch die oben kritisierte grundsätzlich falsche Me- 
thode veranlaßt. 

Wenn nun der Verfasser das System Sonne-Merkur als 
Uhr betrachtet, so liegt das allerdings im Rahmen einer relati- 
vistischen Betrachtungsweise. Das ist aber nicht der Fall, 
wenn er fortfährt: diese Uhr müsse schneller oder langsamer 
gehen je nach dem Standort, von dem aus sie beobachtet wird. 
Es ist zwar unbestritten, daß sie im Sinne der speziellen 
Relativitätstheorie von der relativen Geschwindigkeit des Be- 
obachters abhängt, aber im Sinne der allgemeinen Theorie 
hängt der Gang der Uhr weiter nur ab von dem Gravitations- 
feld, in dem sie sich befindet. Dieses Feld ist hier das eigene 


1) Vgl. W. Pauli, Enz., Relativitätstheorie, S. 14: 

— —* = 2,12 10°. 
v [4 

Allerdings geht aus der numerischen Ausrechnung Paulis nicht hervor, 
mit welchem Wert für die Gravitationskonstante er gearbeitet hat; es 
scheint in ®, das Gravitationspotential der Sonne in Erdentfernung nicht 
enthalten zu sein; für die Beobachtung käme diese erst in der letzten 
Dezimale sich äußernde Wirkung natürlich nicht in Frage, wohl aber 
wäre sie theoretisch gegenüber einem der Erdmasse zu Fe 


Potential nicht zu vernachlässigen. : 
2 


die vo 
Jachter 
tensiti ( 
ing Un; 4 
rd, in 
sfreiel 
ehung, 
® 


460 A. Wenzl. Gegen ein Mißverständnis der Aquivalenzhypothes 


Feld des Systems Sonne-Merkur, nicht ein fremdes, unter dessa 
Einfluß es steht. Das ganze Modell Sonne-Merkur ist abe 
überhaupt mit dem eines Atommodelles nicht vergleichbar. 
denn es entsendet keine Wellen, welche die Eigenfrequenz a 
dem Ort der Emission einem Beobachter in einem andere 
Gravitationsfelde mitteilen könnten, wie es durch emittiert 
Lichtstrahlen der Fall ist. 

Die Parameter des Standortes gehen also nicht in di 
Bewegungsgleichung ein, sondern je nach dem Bezugssysten 
muß ich verschiedene Koordinaten einführen, die naturgemil 
auch verschiedene Werte für die beobachtete Perihelbewegun 
ergeben. In der Einsteinschen Theorie sind für die Merkur. 
bahn eingeführt der Fahrstrahl Sonne-Merkur und das Azimut 
ebenso wie in den astronomischen Berechnungen, daher die 
Vergleichsmöglichkeit. Eine Frage, die theoretisch zu unter 
suchen wäre, — das Resultat läge sicher unter der Beob- 
achtungsgrenze — wäre höchstens die, ob die in der Astre- 
nomie erfolgte Umrechnung von der Erdbeobachtung auf da 
Sonnensystem im relativistischen Sinne nicht zu modifizieren 
ware. 

(Eingegangen 7. Juli 1923.) 
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3, Elektrizitäisdurchgang durch Kristalle; 
von A. Joffe. 
Zum Teil in Gemeinschaft mit W. C. Röntgen.') 


Der Durchgang elektrischer Ströme durch isolierende me 
Kristalle zeigt gewisse Eigentümlichkeiten, die bis jetzt nicht 7 
aufgeklärt worden sind. Von Schweidler werden sogar diese — 


i) Die Untersuchung wurde 1904 im Anschluß an meine Disser- 
tation (A. Joffé, Münchener Dissertation 1905; abgekürzt in Ann, d. 
Phys. 20. S. 919. 1906) auf Anregung von W.C. Röntgen angefangen. 
Ein Teil davon ist in München als gemeinschaftliche Arbeit ausgeführt; 
über die dabei verwendete Versuchsanordnung vergleiche: 

Über die Elektrizitätsleitung in einigen Kristallen und über den 


Röntgen allein wurde die Neubestimmung der piezoelektrischen Kon- 
stante des Quarzes vorgenommen. Vgl. Ann. d. Phys. 41. S. 474. 1913. — 
Einen kurzen Bericht über die damals noch nicht abgeschlossene Unter- 
suchung des Kalkspats findet man in den Sitzungsberichten der Mün- 
chener Akademie 37. S. 113. 1907. Die beabsichtigte, zum Teil auch 


gemachte Beobachtungen, die in folgendem nicht besprochen werden, 
wird vorläufig unterbleiben. Der weitaus größte Teil der Versuche an 
Steinsalz wurde von Röntgen ausgeführt und beschrieben, vergleiche: 
Über die Elektrizitätsleitung in einigen Kristallen und über den EinfluB — 
einer Bestrahlung darauf. Von W.C. Röntgen zum Teil in Gemein- 
schaft mit A. Joffé, II. Teil, Ann. d. Phys. 64.8. 1.1921. Im folgenden 
gebe ich von den gemeinsamen Kalkspat- und Quarzversuchen, sowie 
von den Ergebnissen, die ich und meine Schüler später in Petrograd 
erhielten, eine kurze Darstellung. Vgl. A. Joffé: Berichte des poly- 
technischen Instituts in Petrograd 24. S. 62.1915. A.Schaposchnikow, _ 
Elektrische Leitfähigkeit des Quarzes und die Abweichungen vom Ohm- 
schen Gesetz, Journ. d. russ. phys.-chem. Gesellschaft 42. S. 376. 1910. 
Derselbe, Ionisation des Quarzes, Journ. d. russ. phys.-chem. Gesellschaft 
43. S. 423. 1910. Derselbe, Temperatureinfluß auf die Leitung des 
Quarzes, Journ. d. russ. phys.-chem. Ges. 46. 8.265. 1914. A. dong 
und M. Kirpitschewa, in reinen Kristallen, Journ. 

d. russ. phys.-chem. Ges. 48. 
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A. Joffe. 


Erscheinungen nicht als Leitung, sondern als „dielektrisch 
Anomalien“ gedeutet. Legt man an ein beiderseits metallisch 
belegte Kristallplatte eine konstante Potentialdifferenz an, » 
bekommt man einen Strom, der mit der Zeit abnimmt, n- 
weilen ohne sich einer endlichen Grenze zu nähern. Entfem; 
man jetzt die Spannung und schließt die beiden Belegungy 
durch ein Galvanometer kurz, so erhält man einen entgegen. 
gesetzt gerichteten Rückstrom, der allmählich schwächer win 
und 0 zustrebt. 
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Fig. 1. 


In der Fig. 1 ist der Gang der Stromstärke als Funktion 
der Zeit für einen typischen Kalkspatkristall aufgetragen. Di 
nächstliegende Vorstellung von einer durch den Stromdurd- 
gang gebildeten Polarisation wurde von E. Warburg verworfe, 
als er zeigen konnte, daß die Richtung des Rückstromes bi 
Gegenschaltung von selbst 300 Volt sich nicht änderte. Curie 
glaubte eine Erklärung der ungewöhnlichen hier auftretende 
elektromotorischen Kraft in der Vorstellung zu finden, daß in 
Kristall eine Reihe hintereinander geschalteter Wasserelement 
geladen ‘werden. Eine andere Erklärung ging von der Ar 
nahme einer elektrischen Rückstandsbildung aus (die übrigen 
nach dem Befund von H.A.Rowland und E. L. Nichols 
gerade in Kristallen klein ist), einer Inhomogenität nad 
Maxwell oder einer inneren Reibung bei dielektrischen Ver 
schiebungen. Dazu kamen noch die Untersuchungen über di 
Säuberung der Kristalle durch den Strom von fremden [ones 
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Wie aus den weiter unten beschriebenen Versuchen hervor- _ 
geht, trifft die einfachste Vorstellung von der Bildung einer 
Gegenpolarisation das Wesentliche der Erscheinung. Es zeigte 
sich, daß diese Polarisation eine Höhe von vielen Tausenden 


Volt erreichen kann. 1.4 


Ein anderer Umstand, der die Untersuchung der Kristalle D 


erschwerte, war die quantitative Unstimmigkeit der Resultate 
an verschiedenen Exemplaren desselben Materials, die oft um u 
das Hundertfache sich voneinander unterschieden. ae 


Nachfolgend wird gezeigt, daß diese Unterschiede teils a we 
von Beimengungen, teils von der Vorbehandlung der Präparate - 
abhängen. Es gelingt, künstliche Kristalle herzustellen, deren 
Leitfähigkeit keine individuellen Verschiedenheiten mehr auf- 
weisen und für welche die Leitfähigkeit eine leicht zu messende 
Materialkonstante wird. 


Eine sehr bequeme Einrichtung, die bei den in Petrograd 
gemachten Versuchen verwendet wurde, ist die in Fig. 2 
skizzierte: Der Kristall X wird 
metallisch nach der Art eines 
Kelvinschen Kondensators be- 
legt; der Schutzring $ liegt an 
der Erde, die Fläche Z wird 
in einem bestimmten Zeitpunkt 
durch die Wippe U, mit einer 
| Akkumulatorenbatterie verbun- 
den und kurz nachher verbindet 
die an derselben Achse sitzende 
Wippe U, die andere Bele- Fig. 2. 
gung G mit einem Fadenelektro- 
meter EH, welches durch einen ersetzbaren Widerstand W zur 
Erde geleitet ist. Die Anzeigen des Fadenelektrometers in 
Volt, die photographisch registriert oder direkt an einer Matt- 
scheibe abgelesen werden, geben die Stromstärke J an, sobald 


der Widerstand W bekannt ist: J= 14 . 
cherer Ströme wurde an die Stelle von W ein Kondensator 
angeschaltet oder auch die Kapazität des Elektrometers allein 


benutzt, Bei einer Kapazität C wird die Stromstärke aus der 
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464 A. Joffe. 


Aufladung des Elektrometers in der Zeit 4t; 
bestimmt. 


Das Ohmsche Gesetz. 

Solange die Ursachen der Stromverminderung mit der 
Zeit und des Riickstroms unaufgeklirt bleiben, ist es auch 
fraglich, ob man bei den isolierenden Kristallen von einer 
Leitfähigkeit sprechen darf und ob diese Erscheinungen quan- 
titativ durch einen Ohmschen Widerstand dargestellt werden 
können. Die zeitliche Änderung des Stromes, auch wenn sie 
durch den Strom selbst hervorgebracht wäre, schließt noch 
die Existenz eines spezifischen Widerstandes nicht aus. Es 
genügt, an die Stromverminderung in einem Metall, bei Er- 
wärmung durch Joulesche Wärme zu denken, um dies ein- 
zusehen. Noch verwickelter sind die Stromveränderungen, die 
in einem Elektrolyten durch fortdauernde Konzentrations- 
änderungen und Temperatureinfluß vor sich gehen. In diesen 
klar zu übersehenden Fällen werden wir von Widerstands- 
änderungen durch sekundäre Einflüsse sprechen. Zur Definition 
des Widerstandes wird man entsprechend kürzere Zeitintervalle 
nehmen müssen. Wesentlich ist nur, daß bei einem gegebenen 
Zustand des Materials das Verhäitnis der elektrischen Feld- 
stärke zur Stromdichte einen von der angelegten Spannung 
unabhängigen Wert besitzt. (Eventuell kann man noch eine 
Abhängigkeit des Widerstandes von der Stromrichtung zulassen 
und den Widerstand für entgegengesetzte Richtungen verschieden 
annehmen. Es könnte sich herausstellen, daß die Fläche, 
welche die Abhängigkeit des Widerstandes von der kristallo- 
graphischen Richtung darstellt, kein Symmetriezentrum besitzt.) 

Es soll in folgendem gezeigt werden, daß alle unter- 
suchten Kristalle einen spezifischen Widerstand besitzen, der 
genau der oben angegebenen üblichen Definition entspricht. 
Dieses gilt auch in den Fällen, wo augenscheinliche Abwei- 
chungen vom Ohmschen Gesetz vorliegen, so bei der Erschei- 
nung des Sättigungsstroms. Auch da wird das Ohmsche 
Gesetz für entsprechend kurze Zeitintervalle seine Gültigkeit 
bewahren, wie weiter unten ausgeführt wird (vgl. S. 487). 

Schließen wir vorläufig dieses Gebiet des Sättigungsstroms 
aus, so ergibt sich zunächst, daß, wie auch der Strom sich 
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mit der Zeit ändern mag, für die erste kurze Zeit nach Anlegen 
einer Spannung die Stromstärken für gleiche Zeiten nach Anlegen 
der Spannung dieser proportional sind. 

So bekamen wir bei der Kalkspatplatte VI bei 19,65°¢ 
für eine angelegte Spannung von 1,019 Volt 3,05 Skt. in 
5 Min.; für eine Spannung von 826,5 Volt 142,2 Skt. in 
15 Sek. Rechnet man aus beiden Versuchen die Stromstärke 
für 1 Volt (in Skt. pro 15 Sek.), so erhält man die dis auf 
0,5 Proz. übereinstimmende Zahl 0,150 Skt. In Tab. 1 (S. 465) 
sind Stromstärken für verschiedene Zeitintervalle nach Aı- 
bringung einer gegebenen Potentialdifferenz von 10--800 Volt 
oder nach Kurzschluß den aus dem Proportionalitätsgesetz 
berechneten gegeniibergestellt. Auch hier übersteigen die 
Abweichungen nirgends die zulässigen Fehlergrenzen (0,5 Proz 
bei stärkeren Strömen und ca. 1 Proz. bei schwächeren). Die 
Zahlen der Tabelle geben das Mittel aus je 4 Beobachtungen. 

Dasselbe Verhalten zeigt auch eine Quarzplatte, wie au 
nachfolgender Tabelle zu ersehen ist. 


Quarz 1 Achse. 
Belegung 640 qmm, Dicke 7,45 mm. Kapazität ca. 200 em. t = 18°, 7 £0. 


52 Volt 104V. 208 Volt 

beob.| ber. | Diff. | beob.|beob.| ber. | Dif. 
5’—20" 15,0 | 15,6 | +0,6 | 32,0 
30”—45” | 10,1 [10,2 | -0,3 | 21,0 
1’—1'15”, 9,0 | 9,2 | +0,2 | 18,0 
2’—2/15” 75| 75 | 0,0! 16,0 


26 Volt 


Zeit 
 |beob.| ber. | Diff. 


31,8 | -0,7 | 62,5| 125 | 125 0 
20,5 |-0,5/ 41 | 78| 82 +4 
18,5 | +0,5 | 37 | 70| 74 4 
15,0 | +1,0 | 30 | 62| 60 -2 


0 Volt | 
| 721-081 15 |14,5|-05 | 29 | 50] 58. +8 
30"—45" | 4 21-08) 7 | 65|)-05 18 | 27| 26 -1 


Auch die Abhängigkeit der Stromstärke von der Dicke J 
der Platte und vom Stromquerschnitt $ stimmt mit dem Ohm 
schen Gesetz überein, insofern die Kristallplatte homogen ist, 
was allerdings nicht immer der Fall zu sein braucht. Zur 
Prüfung dieser Abhängigkeit genügt es die Proportionalität der 
Stromstärke und der an derselben Belegung influenzierte 
Elektrizitätsmenge bei verschiedenen $ und D nachzuweisen, 
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Elektrizitätsdurchgang durch Kristalle. 


da bekanntlich die für die Influenz maßgebende Dielektrizitäts- 
konstante als eine richtige Materialkonstante anzusehen ist; 
Querschnitt und Dicke kommen aber im Ausdruck der Influenz- 
elektrizität in derselben Weise, wie für die Stromstärke vor. 
In der Tat hat sich auch in vielen Fällen (wo keine Inhomo- 
genitäten vermutet wurden) diese Forderung bis auf 1—2 Proz. 
bestätigt gefunden. 

Wenn auch diese Tatsachen die Gültigkeit des Ohm- 
schen Gesetzes für die erste Zeit nach Anlegung einer Spannung 
bestätigen, so lassen sie die praktisch wichtigste Frage offen, 
inwiefern man während des ganzen Stromdurchganges von einem 
bestimmten Widerstand sprechen darf. Zu verschiedenen Zeit- 
punkten wurde die angelegte Potentialdifferenz 7 um eine 
Größe AY geändert und die entsprechende Stromänderung 
4J bestimmt. Die Messung ergab, daß in jedem Moment das 
Verhältnis 47 = R einen von AV unabhängigen Wert besitzt. 
Es hat sich aber außerdem gezeigt, daB der so definierte 
Widerstand R trotz der zeitlichen Abnahme der Stromstärke 
denselben Wert behält, und daß die Ursache der Stromabnahme 
nicht in einer Widerstandsänderung, sondern in einer sich all- 
mählich ausbildenden gegenelektromotorischen Kraft der Polari- 
sation zn suchen ist. Zum Zwecke einer quantitativen Prüfung 
dieser Behauptung mußten wir die Polarisation P direkt messen, 
um das Ohmsche Gesetz in der richtigen Form: J= DR 


' 


zu verifizieren. Mißt man die Polarisationsspannung in einem 
Zeitpunkt direkt durch die Aufladung eines Elektrometers, so 
hat man die Schwierigkeit, daß schon durch den Ladestrom 
des Elektrometers die Polarisation verändert wird und daß in 
der langen Aufladezeit die Polarisation möglicherweise teil- 
weise verschwindet. Beide Fehlerquellen wurden durch Benutzung 
eines Klektrometers von möglichst kleinerKapazität(Hankelscher 
Elektrometer) vermindert, Die eine Belegung wurde dauernd 
auf demselben Potential gehalten (100 bzw. 0 Volt), während 
die andere mit dem Hankelschen Elektrometer verbunden 
wurde, bis sich dasselbe auf eine bestimmte Spannung ein- 
stellte. Ein Schutzring, der die Potentialverteilung ganz ent- 
stellen würde, durfte nicht benutzt werden. Eine Vorladung 
des Elektrometers auf eine angenähert richtige Spannung 
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beschleunigt die definitive Einstellung bedeutend. Ist an die 
eine Belegung eine Spannung V angelegt, so mißt das Hankel. 
sche Elektrometer an der anderen diese Spannung (V), vermindert 


um den Betrag der elektromotorischen Kraft der Polarisation (P), 
Zur Messung der Stromstärke verbanden wir die Belegung 
mit einem Thomsonschen Elektrometer, an den eine ent 
sprechend große Kapazität angehängt wurde und beobachteten 
den Ausschlag in einer bestimmten Zeit (3 oder 10 Sek) 
Gleich danach wurde 7/— P wieder mit dem Hankelscha 
Elektrometer gemessen. Das Mittel beider Ablesungen de 
Hankelschen Elektrometers gibt die wirksame Potential. 
differenz zu der Zeit, in der die Stromstärke i mit dem 
Thomsonschen Elektrometer gemessen worden ist. Dies 
wirksame Potentialdifferenz /— P sank während des Strom- 
durchganges bei den in der Tab. 3 dargestellten Versuchen (vg. 
Tabelle unten) von 99 auf 25 Volt. Während des Entlade. 
stroms maß das Elektrometer die allein vorhandene Potential- 
differenz der Polarisation P, die von 74,8 auf 11,5 Volt herunter- 
ging. Bei der zweiten Polarisationsbildung ging das Potential 
(V¥ — P) von 81,7 auf 7,0 zurück und am Anfang des folgende 
Entladungsversuches hatte die Polarisation wieder 82 Volt er 
reicht. Die letzte Kolonne der Tabelle gibt das Verhältnis der 
gemessenen Stromstärke i zu der an der Platte gemessene 
Potentialdifferenz. Wie man sieht, bleibt dieses Verhältnis bis 
auf 2 Proz. konstant und unabhängig von der Stromrichtung 

Derselbe Versuch wurde mehrmals wiederholt mit ver 
schiedenen Kalkspatplatten mit normaler oder künstlich erhöhter 
Leitfähigkeit; der Erfolg blieb immer derselbe. 

Wir haben uns überzeugt, daß dieselben Verhältnisse auch 
für die Leitung bei Zimmertemperatur gelten. Eine Kalkspat 
platte wurde bei 18°C mit +100 Volt etwa 100 Stdn. geladen, 
bis die Stromstärke von 79 auf 20,5 Skt. zurückging. Da 
295 
79 
26 Volt und einer Polarisation von 74 Volt. Als dann ein 
Belegung der Platte an die Erde gelegt wurde, zeigte an der 
anderen Belegung das Hankelsche Elektrometer in der Ta 
nach etwa 20 Min. schon eine Spannung von 70 Volt. Nach 
20 Stdn. Kurzschluß zeigte das Elektrometer 23 Volt, während 


entspricht einer wirksamen Spannung (7 — P) von 
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Tabelle 3. 
Kalkspat 1 zur Achse VI. 
Ladestrom 100 Volt. Zusatz-Kapazität x. Quadr. Elektrom. 0,5 MF 
Empfindl. d. Quadr. Elektr. 166 Skt. für 1 Volt Graphitbelegung 
etwa 800 qmm; Dicke 0,893 mm {° ca. 98° C. 


| 

Hankel-Elektrometer _| Stand d. |Strom- 
Potent. Thomson-|stärke| ,- 
| Diff. in | 1, nach lin Skt.| */! 
v.d.Strom-|n.d.Strom- Mittel | Volt v . 


mess. mess. 10 Sek. | ‘| 


Nullpunkt 50,0 Nullp. 38,7—89,0 | 
98,7 97,0 | 978 | +99 | 92,5 |+58,8 0,543 
98,0 96,5 | 97,8 | | 92,0 |+53,3 0,543 
98,0 96,5 | 97,8 | +984 | 92,5 |+58,6 0,545 
93,0 91,5 | 92,5 | +89,8 87,2 |+48,5 0,542 
93,5 92,0 | 92,7 | +90,5 +49,5 0,547 
93,5 91,5 | 92,5 | +90,0 +49,2 0,546 
85,0 83,5 | 84,8 | +75,2 +40,4 0,540 
85,5 84,0 | 84,7 | +76,0 +41,2 0,542 
80,0 79,0 | 79,5 | +66,0 |+35,6 | 0,541 
80,5 79,5 | 80,0 | +67,0 '4.36,1 | 0,541 
15,0 14,0 | 14,5 | +55,5 +30,1 | 0,542 
75,5 74,5 | 75,0 | +56,7 '+31,0 | 0,547 
72,0 71,2 | 71,6 | +49,0 | +26,8 | 0,588 
73,0 72,0 | 72,5 | +51,2 +27,9 || 0,543 
77,0 15,5 | 76,3 | +59,1 '+31,9 || 0,540 
69,0 68,5 | 68,7 | +42,7 |+23,2 | 0,541 
70,0 69,2 | 69,6 | +45,2 |+24,7 | 0,547 
67,0 66,2 | 66,6 | +38,1 | + 20,8 || 0,546 
68,0 67,2 | 67,6 | +40,5 | + 22,1 || 0,547 
69,0 67,5 | 68,2 | +41,9 + 22,8 | 0,545 
69,0 67,7 | 68,3 | +42,0 |+ 22,8 | 0,544 
64,0 63,5 | 63,7 | +31,7 |+17,1 0,541 
64,5 63,8 | 64,1 | +82,6 +17,7| 0,542 
60,0 59,5 | 59,7 | +22,7 +12,2| 0,537 
61,0 60,5 | 60,7 | +25,0 33 |+138,4|| 0,538 


Entladestrom 0 Volt. 


13,0 19,0 | 16,0 — 40,3 || 0,541 
17,8 22,8 | 20,3 — 35,7 | 0,542 
21,0 25,0 | 23,0 — 83,4 | 0,550 
25,0 28,5 | 26,7 —28,5 | 0,542 
26,5 29,5 | 28,0 || 0,536 
31,0 32,8 | 31,9 0 0,550 
31,0 33,0 | 32,0 | 0,550 
35,0 36,0 | 35,5 || 0,537 
34,0 36,0 | 35,0 \ 0,542 
34,0 36,0 | 35,0 0,538 
39,0 89,8 | 39,4 | - 0,547 
10’ 38,0 39,2 | 88,6 0,538 

43,0 43,5 | 48,25 0,532 
45,0 45,0 | 45,0 | 2 | 0,539 
Annalen der Physik. IV, Folge, 72. 
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A. Joffé. 


ste Tabelle 3 (Fortsetzung). 


Hankel-Elek r _ | Stand d. |Strom- 
Zeit (Thomeon- | stirke| 
iff. in | 
v.d.Strom-|n.d. aa Mittel Volt v | El. nach |in Skt. 
| ness. mess | | 10 Sek. D I 
+100 Volt. 
90,8 85,0 | 87,9 | +81,7 82,3 |+43,40,58 
5b 27 71,0 68,0 | 69,5 | +44,7 63,2 | +24,2 | 0,540 
70,0 67,5 | 68,7 | +42,6 62,5 | +23,5/ 0,540 
69,0 66,7 | 67,8 | +40,2 61,0 | +22,0 | 0,543 
62,0 60,7 | 61,3 | +26,8 53,8 | +14,7/| 0,550 
33’ 64,0 62,0 | 63,0 | +30,0 55,7 | -+16,6 | 0,553 
52’ 54,0 53,8 | 53,9 | + 9,8 44,1 | + 5,010,59 
56,0 55,3 55,7 +13,6 46,3 + 7,2) 0,545 
53,0 52,9 52,95 | + 7,0 42,7 + 3,70,530 
53,0 52,9 | 52,95| + 7,0 42,8 |+ 3,80, 
Entladestrom 0 Volt. 
8,0 16,5 12,3 | —82 | —5,7 |—445| | 0,542 
14,0 21,0 | 17,5 | -718 | -05 |-39 210,54 
30,0 31,0 | 30,5 | —44,5 | 14,4 |—24,2 0,543 
26,0 30,0 | 280 | -500 | 11,0 |-275|0,550 
85,0 36,0 | 35,5 | —83,6 | 20,8 |-18,3 0,58 


die Stromstärke für den PURE 19 Skt. betrug 
was einer Polarisation von — 100 = 24 Volt entsprach. Die 


Übereinstimmung ist also hier so gut, wie es die vorhandene 
Fehlerquellen zulassen. 
Endlich sei noch eine Tab. 4 angeführt, die sich au 
Quarz bezieht. Wie man sieht, bleibt auch hier die Leit 
fähigkeit i/7 — P für den Ladeversuch konstant. Später werde 
wir sehen, daß bei dem Entladevorgang noch andere Erschei- 
nungen im Spiele sind; da wird auch der entsprechende Hat 
ladeversuch angeführt. 
Es ist somit bewiesen, daß während des Stromdurchgang 
j eine Polarisation gebildet wird, die in den angeführten Ve 
f suchen auch die alleinige Ursache für die Stromabnahme war. 
u Dieser Vorgang hatte keinen Einfluß auf den eigentliche 
' 1a Widerstand des Materials, welcher unverändert blieb. Es gibt 
j wie wir sehen, zwei Wege diesen Widerstand jederzeit zu messe 
Entweder, wie es in oben angeführten Tabellen geschehe 
durch direkte Messung der Polarisationsspannung, oder dure 
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= Tabelle 4. 
Quarz 1 Achse. 
Graphitbelegung: 28,5 x 28,5 mm; Dicke: 7,45 mm Zusatzkapazität 
0,15 MF. Ladestrom +100 Volt. ¢ = 87,8, 


Hankelsches Elektrometer Pot.-Diff. | Stromstärke P 

—— I | II | Mittel in Volt V—P a - 
| 9% 96,5 | +97 +7 | 
94,5 95,7 +96 +5 | 
05 0 94 92 93 +93 +71 
0543 90 89 89,5 +87 +69 
0.550 93 91 92 +91 + 75,5 
0,558 94 92 93 j +93 +76 
0,539 90 89 89,5 +87 +71 
0,545 855 86,3 +83 +69,5 
er 86,5 87,5 +84 +69,5 
8 83,5 84,8 +79 +64 

80 | 179 19,5 +71 +58,5 

78 77 71,5 +66,5 +54 

74 14,5 +60,5 +51 
0.546 12 12 12 +55 +45 
0.543 12 12 72 +55 +44 

0,550 


0,58 Messen der Stromzunahme Ai, die eine Potentialänderung 
AV hervorruft. Das Verhältnis 4:/AY mißt die Leitfähigkeit 
etrug unabhängig von der vorhandenen Polarisation. 


De 


Temperaturkoeffizient. 


denen Die Leitfähigkeit aller untersuchten Kristalle hat einen 
sehr hohen Temperaturkoeffizienten: bei 100°C ist die Leit- 

h auf fähigkeit schon etwa 3-10* größer als bei 0°C. Durch Wahl 
Leit der Temperatur haben wir es in der Hand, die Leitung in 
erdeig weitesten Grenzen zu beschleunigen oder zu verlangsamen. 
sche-f Die Leitung ist, wie weiter nachgewiesen wird, elektrolytisch. 
 Eitf Der Temperatureinfluß ist daher auf zwei Ursachen zurück- 
zuführen: 1. Auf eine Dissoziation der Bestandteile des Kristalls 

gang durch Temperaturbewegung — d.h. auf eine Erhöhung der 
Ver Zahl solcher Ionen, die nicht im Kristall gebunden sind, son- 
e war dern frei der äußeren elektrischen Kraft folgen, und 2. auf 
ichaf eine Vergrößerung der Beweglichkeit der Ionen, die auch ihrer- 
3 gif seits vielleicht mit der Anzahl der gelockerten Gitterpunkte 
essen.) verknüpft ist. 
eher, Von dieser Vorstellung ausgehend kann man versuchen, 
durdff die Temperaturabhängigkeit der Leitfähigkeit o durch die 
31* 
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Formel für die Dissoziationskonstante der Gase — die jen 
van’t Hoffsche Isochorengleichung darzustellen: ; sich 
log o = + B. sch 


Diese Formel ist jedenfalls eine gute Interpolationsforme 
Dt wie folgende Fig. 3 zeigt, wo 1/7 als Abszisse, log o als Ori 
op 2 nate aufgetragen sind. Ve. 
! schiedene Kristalle (Kalksp 

Quarz, Alaune, Kupfervitrio) 
und verschiedene kristall 
graphische Richtungen gebe 


N 4 
x immer in diesem Diagram 
N gerade Linien und zwar merk 
Ni wirdigerweise mit wenig ve 
N schiedener Neigung. Die Kuff, 
4 N stante A, die in der Diss 


ziationsgleichung die Diss 
ziationswärme darstellt, i 
hier etwa —1,1 x 10% | 
der Fig. 3 stellen die Gel 
raden I, I, II die Lei Es 
700 180 200 220206 260 BBO W0 3 fähigkeit von Quarz | zuß@po] 
Fig. 3. Achse dar; die Gerade ka 
gilt für Quarz || zur Ach 
V für Kalkspat und VI für Ammoniumalaun. veg 
Eine Ausnahme mit viel kleinerem, aber meist positiven; 
Temperaturkoeffizient bilden Kristalle, in welchen Elektronae; 
leitung vermutet und auch durch die Anwesenheit des Hal 
schen Effekts nachgewiesen ist (belichtetes Steinsalz, wal 
scheinlich auch Schwefel). Nähere Angaben über den Mechanis 
mus des Temperatureinflusses sind in dem Abschnitt i 
Quarz und über Bestrahlungseinfluß enthalten. 


Polarisation. 


Der hohe Betrag von einigen tausend Volt, welchen @ 
bei Stromdurchgang in Kristallen entstehende elektromotorise 
Gegenspannung erreicht, schien auszuschließen, sie für di 
galvanische Polarisation zu halten. Um Aufklärung über 4 
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den Sitz dieser Polarisation im Kristall festzustellen. Es hat 
sich dabei gezeigt, daß man in dieser Beziehung mit zwei ver- 
schiedenen Typen zu tun hat, deren beste Repräsentanten 
Kalkspat für den ersten und Quarz für den anderen sind. 
"BEs empfiehlt sich deshalb, sie auch gesondert zu behandeln. 


I. Kalkspat. 


Die erste-Methode (nach Warburg), welche klare Resul- 
tate lieferte, bestand in ‘der Entfernung durch Abschleifen oder 
Auflösung einer dünnen Schicht, die an die Elektroden grenzte. 
te Kine Kalkspatplatte wurde so lange geladen, bis eine Porari- 
sation von etwa 100 Volt entstand. Schleift man dann eine 
Schicht von der Anodenseite des Stromes ab, so ändert sich 
der Betrag der Polarisation nicht im geringsten. Dagegen 
genügt es, eine Kathodenschicht von etwa 0,01 mm Dicke zu 
entfernen, um die ganze Polarisation wegzubringen. Wir haben 

s durch systematische Versuche überzeugt, daß weder die 
Art der Belegung, noch die Reihenfolge der Abschleifversuche 
eine Bedeutung hatten; ebensowenig Einfluß hatte eine Ent- 
“Bfernung der Belegung, Reinigung und Abspülen der Platte. 


Kathode sitzt. 


Läßt man auch den Polarisationsstrom, der ja entgegen- 
gesetzt gerichtet ist, eine Zeit lang fließen, so vermindert sich 
allmählich die Polarisationsspannung. Gleichzeitig wird aber 
eine neue Polarisation gebildet an der Seite, die jetzt Kathode, 
d.h. bei dem Ladestrom Anode war. Das geht so lange, bis 
der Rest der alten Polarisation an der früheren Kathode und 
die neu gebildete Polarisation an der früheren Anode die gleiche 
‘SSpannung besitzen. Dann fließt kein Polarisationsstrom mehr 
durch die Platte; aber nicht deshalb, weil die Polarisation 
rerschwunden ist, sondern weil an den Enden der Platten zwei 
‚Bentgegengesetzt gleiche Polarisationsspannungen anliegen. In 
üder Tat: wurde jetzt die eine Seite abgeschliffen, so erhielt 
man einen Polarisationsstrom in der einen Richtung; beim 
Abschleifen der anderen Seite — in entgegengesetzter Richtung. 
Als wir bei einer solchen durch Ladung und Entladung mit 
olarisation an beiden Seiten behafteten Platte auf die 
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Seitenflächen zwischen Anode und Kathode eine Zwischenelek. 
trode anbrachten und diese mit einem Hankelschen Elektr. 
meter verbanden, so erhielten wir in der Mitte eine Spannuy 
von 19 Volt, während beide Elektroden an der Erde lagen, 

Anschließend an diese Abschleifversuche haben wir anc 
eine direkte Messung der Potentialverteilung im Inneren bi 
Stromdurchgang vorgenommen. Wir schickten dabei den Stron 
in der Längsrichtung der Platte durch. Senkrecht zur Stron. 
richtung zeichneten wir auf der Platte Graphitstreifen von o 
0,5 mm Breite auf, die als Zwischenelektrode dienten und ni 
Elektrometern verbunden waren. Wurden darauf an die Platt 
100 Volt angelegt, so zeigte sich, daß im ersten Moment di 
durch diese Sonden angezeigte Potentialverteilung eine von | 
auf 100 Volt ansteigende Gerade war, wie es im statische 
elektrischen Feld zu erwarten war. Diese Ubereinstimmuy 
beweist, daß die Sonden keine Störung in die Potentialverteilun 
hineinbringen und daß die Platte durch die ganze Länge die 
selbe Leitfähigkeit besitzt. 

Mit der Zeit änderten sich die Angaben der Elektrometer 
und zwar so, daß zu jeder Zeit die Potentialverteilung ein 
Gerade blieb; nur hat sich ein Potentialsprung an der Seit 
ausgebildet, welche als Kathode diente. Wurde also mi 
+ 100 Volt aufgeladen, so stiegen alle Elektrometerangaben, 
bis sie alle nahezu 100 Volt erreichten und fast der gesamt 
Potentialbfall von 0 auf 100 Volt zwischen der Kathode wi 
der ersten Sonde (etwa 1,8 mm) blieb. Wurde statt dessa 
mit — 100 Volt geladen, so gingen alle Elektrometer fast aul 
0 Volt zurück und der ganze Potentialsprung war jetzt aul 
der anderen Seite, die nun Kathode war. In der Fig. 4 ist link 
für diesen letzten Fall die Potentialverteilung zu verschiedene 
Zeitpunkten aufgezeichnet. Die Temperatur betrug ungefähr 
150° C. Dieselben Messungen bei Entladestrom bestätigte 
die Bildung zweier Potentialsprünge in beiden Elektroden. 
Schließlich hat man im ganzen Inneren der Platte einen immer 
kleineren Potentialabfall; an den Elektroden bleiben aber zwei 
entgegengesetzte Potentialspriinge. In der Fig. 4 sind die 
Messungen zu bestimmten Zeitpunkten nach Anlegung eine 
Spannung von — 100 Volt (links oben), darauf 0 Volt (links unten) 
dann + 100 Volt (rechter Teil oben) und wieder 0 Volt (rechts 
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unten) aufgetragen. Links oben ist in der Figur die Verteilung der 


Eine Folgerung können wir sofort aus dieser Art der 
Polarisationsbildung ziehen: von Curie wurde für die Kristall- 


leitung das Superpositionsprinzip aufgestellt. Nach diesem 
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Fig. 4. 


Prinzip kann man den Stromverlauf nach jeder Potentialände- 
rung konstruieren, indem man der Fortsetzung der ersten 
Stromkurve diejenige superponiert, die die Potentialänderung 
allein hervorbringen sollte. Für nicht zu große Ladungszeiten 
hat sich das Prinzip mit großer Präzision bewährt. Doch sieht 
man, daß es nicht allgemein gelten kann. Es müßte nämlich 


= 


nach diesem Prinzip bei vollausgebildeter Polarisation, wo der 
Ladestrom Null geworden ist, der Polarisationsstrom die Um- _ 


kehrung des Ladestroms sein. Da bei Ladestrom allein eine 
Bildung der Polarisation an der Kathode, bei Rückstrom aber 
ein Verschwinden auf der einen und eine gleichzeitige Bildung 
auf der anderen Seite vor sich geht, können die Geschwindig- 
keiten, mit welchen die Stromstärken in beiden so verschiedenen 


Fällen abnehmen, nicht gleich sein. Wie zu erwarten 
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hat sich auch gezeigt, daß bei stark ausgebildeter Polarisation 
der Polarisationsstrom viel rascher abnimmt, als der Ladestrom, 

Eine andere Folge des Superpositionsprinzips wäre die, 
daß durch den Polarisationsstrom ebensoviel Elektrizität au 
dem Kristall auswandert, wie bei Ladestrom eingewandert ist — 
allerdings bei kleinerer Potentialdifferenz und deshalb asymp- 
totisch verlangsamt. Bei kurzem Stromschluß konnten wir 
auch durch den Rückstrom schließlich über 80 Proz. der bei Lade. 
strom durchgegangenen Elektrizitätsmenge zurückerhalten. (Um 
den Rückstrom zu beschleunigen, haben wir durch Temperatur. 
erhöhung die Platte auf eine 1000 mal größere Leitfähigkeit 
gebracht.) Bei einer vollen Aufladung der Platte hat dagegen 
der Rückstrom nur einen ganz geringen Bruchteil der Elek. 
trizitätsmenge geliefert, die bei Ladestrom durchgegangen war. 

Diese Verhältnisse werden durchsichtiger, wenn wir die 
Bildung der Polarisation P als Funktion der durchgegangenen 
Elektrizitätsmenge # und nicht der Zeit verfolgen. Wäre die 
Vorstellung richtig, daß die Aufladung durch die Ansammlung 
aller an der Elektrizitätsleitung beteiligter Ionen in einem bestimmten 
Abstand von der Kathode entsteht, wo sich eine Art elektrische 
Doppelschicht ausbildet, so müßte man erwarten, daß ? und 
E einander proportional sind, und daß ihr Verhältnis für den 
Abstand der Ionenschicht von der Kathode maßgebend ist. 
Zahlreiche Messungen haben diese einfache Darstellung nicht 
bestätigt. Es hat sich vielmehr ergeben, daß bei Vergröße- 
rung der durchgegangenen Elektrizitätsmenge, die Polarisation 
immer verhältnismäßig langsamer wächst, als ob ein Teil der 
Ionen mit der Zeit aus dem Kristall herausgeht oder durch 
Diffusion zurückgeht. Vergrößert man die Geschwindigkeit der 
Polarisationsbildung durch Vergrößerung der Spannung oder 
Erhöhung der Temperatur, so wird der Potentialanstieg auch 
steiler — es gehört weniger Elektritätsmenge dazu, um die- 
selbe Spannung zu erzeugen. Wie auch nicht anders zu er- 
warten war, ist der Polarisationsanstieg für den Rückstrom 
oder nach Stromumkehr steiler als für den ersten Ladestrom, 
weil ja dabei dieselbe Elektrizitätsmenge auf der einen Seite 
die Polarisation vermindert unter gleichzeitiger Bildung auf 
der anderen Seite. In der Fig. 5 ist eine der Kurven P = f(}) 
bei 18°C und in Fig. 6 für 81°C dargestellt. 
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isation Für die Dicke der elektrischen Doppelschicht erhält man __ 
strom, | deshalb aus diesen Versuchen je nach dem gewählten Pr 
e die, 


nach dem Anlegen der Spannung verschiedene Werte; legt man . 


n 


sh 
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Fig. 6. u 
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jeite B die Anfangsverhiiltnisse zugrunde, so ergibt eine Uberschlagsrech- 
auf } nung für den Abstand der Ionen von den Elektroden — tw 
§ 4-10-*mm — eine halbe Wellenlänge des Lichts. Es 
daß man an dieser Doppelschicht eine Art stehende Lichtwelle _ 
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beobachten kann. Im auffallenden Lichte sieht man an de 
polarisierten Kathode eine deutliche bräunliche Färbung, die 
an die Farbe dünner Blättchen erinnert. 

Wie hoch die Polarisation steigen kann, haben wir nicht 
untersucht, ich habe aber mit Sicherheit Polarisation von über 
7000 Volt gemessen- Rechnet man die elektrische Kraft aus, 
die von der Polarisationsschicht auf die Elektrode ausgeiibt 
wird, so kommt man zu Zahlen von etwa 1000 kg/qem, d.h. 
zu elektrischen Spannungen in der dünnen Kristallschicht von 
der Größenordnung der Bruchfestigkeit. Das elektrische Poter- 
tialgefälle — etwa 2,10° Volt/cm. 


II. Quarz. 
Wesentlich anders haben sich die Polarisationsverhiiltnisse 


bei Quarz ergeben. Abschleifen dünner Schichten hatte keinen 
wesentlichen Einfluß. Das Entfernen dickerer Schichten »- 


T 


wohl von der Anodenseite, wie von der Kathodenseite ver- 
minderte die Polarisation, beseitigte sie aber nicht in dem 
Maße, wie es bei Kalkspat der Fall gewesen ist. Die Messung 
der Potentialverteilung im Inneren, die auch hier gelingt, wenn 
man sehr dünne (0,2—0,5 mm) Quarzplatten nimmt, hat auch 
ergeben, daß die Polarisationsspannung in recht dicken Schichten 
in der Nähe der Elektroden räumlich verteilt ist. Vorstehende 
Fig. 7 zeigt die allmähliche Ausbildung der Polarisation. Die 
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gekrümmten Teile der Kurven geben die Stellen an, wo räum- 
liche Ladung angehäuft ist. In der ersten Zeit nach Strom- 
schluß erhalten wir die geradlinige statische Potentialverteilung, 


4 


Fig. 8. 
was als Kontrolle der Sondenmethode angesehen werden darf. 
Die Kurve ist asymmetrisch, und zwar nicht wegen einer In- 
homogenität der Platte, sondern wegen verschiedener Beweg- 
lichkeit der +- und —-Ionen, was aus dem Vergleich der 


| 


| 
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Polarisation an derselben Stelle fir entgegengesetzte Strom- 
richtungen (Fig. 8) zu ersehen ist. 

Die Potentialverteilung während des Polarisationsstromes 
gibt die untere Kurve der Fig. 7 wieder. In der Fig. 9 sind 
die Messungen mit mehr Sonden an einer Platte aufgetragen. 

_ Die Sondenmessung ist bei Quarz recht schwierig wegen zu 


Fig. 9. 
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rascher Polarisationsbildung in der Richtung senkrecht zur 
Hauptachse, wo die Sonden angelegt sind. Schon der schwache 
Ladestrom des Elektrometers verzerrt das Bild. Es wurde 
deshalb so verfahren, daß alle Elektrometer vorgeladen wurden 
und alle gleichzeitig durch eine Paraffinwippe an die Sonden 
angeschlossen wurden. Anderte sich die Stellung der Elektro. 
meter, so wurden sie abgeschaltet und nach einer kurzen Zeit 
wieder angeschlossen, bis eine ganz stationäre Einstellung sich 
ergab, die durch kleine Änderungen der Elektrometerladung 
nicht geändert wurde. Die günstigste Temperatur war um 
150° C. 

Das Ergebnis der Sondenmessung im Quarz erinnert sehr 
an die entsprechenden Verhältnisse beim Durchgang der Elek- 
trizität durch nicht verdünnte Gase. Es hat sich gezeigt, daß 
eine weitgehende Analogie zwischen diesen beiden Fällen der 
Elektrizitätsleitung existiert. 


= Ionengleichgewicht im Quarz. 


E Die Untersuchung der Leitung im Quarz ist von großem 
Interesse, weil an diesem Material die Erscheinung der elektro- 
lytischen Dissoziation der Kristalle besonders bequem zu stu- 
dieren ist. Alle Prozesse gehen so langsam vor sich, daß man 
hier nicht nur die Gleichgewichtszustände, sondern auch ihre 
Entstehung verfolgen kann. Vor allem geht die Wiedervereini- 
gung der einmal gebildeten Ionen nur ganz langsam vor sich 
(bei Zimmertemperaturen innerhalb mehrerer Wochen, bei 
100° C etwa in 1 Std). Im Gleichgewichtszustand werden 
ebensoviel Ionen durch Temperaturbewegung gebildet, wie 
durch Rückbildung verschwinden. So entsteht eine mit der 
Temperatur ansteigende normale Leitfähigkeit. Sobald aber 
durch äußere Ionisatoren (Röntgenstrahlen, Ra-Strahlen, ultra- 
violettes Licht) oder durch zeitweise Temperaturerhöhung über- 
schüssige Ionen gebildet werden, erscheint die Leitfähigkeit 
auch nachträglich erhöht und geht nur ganz langsam auf den 
Normalwert zurück. Hr. A. Schaposchnikoff konnte zeigen, 
daß die Gesetze, nach denen die Rückkehr in den Normal 
zustand fortschreitet, für alle verschiedenen Einflüsse die- 
selben sind. 

op Diese Eigenschaft des Quarzes erlaubt es, die Anderung 
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der Dissoziation von der Änderung der Beweglichkeit zu trennen. 
Durch rasche Abkühlung eines Kristalles von 100° C auf 0°C 
kann man einen Quarz erhalten, dessen Dissoziation noch 
100° C entspricht, in dem die Beweglichkeit aber dieselbe wie 
bei 0°C ist. Vergleicht man damit den normalen Quarz bei 
100°C und bei 0°C, so ist es leicht, den Einfluß der Disso- 
ziation auf die Leitfähigkeit von dem Einfluß der Beweglich- 
keit zu trennen. Hr. A. Schaposchnikoff hat auf diese 
Weise die Temperaturabhängigkeit beider Einflüsse gesondert 
untersucht. Bezeichnen wir mit o, die Leitfähigkeit bei der 
Temperatur ¢, mit o, bei ¢, und mit o’ die Leitfähigkeit der 
durch rasche Abkühlung ont t, abgeschreckten Platte, so in 
a= ¢ = “2 den relativen Dissoziationszuwachs und 2 = 


2 
den relativen Beweglichkeitszuwachs. 


Sowohl o wie & und A lassen sich in dem untersuchten 
Intervall O—100° C durch die Formel 


log f = +B ‘ 
darstellen. Die Konstante 4 hat dann für die drei Größen 


folgende Werte: 
= — 0,42 ” 


4=—-058 , 


Die Anderung der Peta hat demnach eine gréBere 
Bedeutung fiir den Quarz als die Anderung des Dissoziations- 
grades. Bei 100° C ist die Beweglichkeit 200 mal, die Disso- 
ziation 100 mal größer als bei 0°C. 

Aus den Kurven der Potentialverteilung (Fig. 7) sieht man, 
daß der Strom in der Nähe der Elektroden Ionenladungen 
eines Vorzeichens ansammelt. Diesen Ionen ist jede Möglich- 
keit genommen, sich wieder zu vereinigen, da beide Arten der 
Ionen in räumlich getrennten Stellen festgehalten werden. Diese 
Ionen kommen als Überschuß zu den durch Temperaturgleich- 
gewicht bedingten hinzu. Auf die Stromstärke haben sie zu- 
nächst keinen großen Einfluß, weil sie schon in die Nähe der 
entsprechenden Elektroden angekommen sind und sich nicht 

wesentlich an dem Strom beteiligen. Kehrt man aber die 
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Stromrichtung um, so sind sie sofort für den elektrischen Strom 
frei, indem sie durch den ganzen Kristall auf die andere Seite 
wandern. In dieser Zeit ist die Leitfähigkeit vergrößert 
Dies folgt auch ganz überzeugend aus folgender Tabelle der 
Polarisationsmessung, die eine Fortsetzung der Tabelle S. 471 
darstellt; die Leitfähigkeit ist in der letzten Kolumne ap. 
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100 Volt. — ¢ = 22,5°C. onl 


Hankelsches Elek Potential- Strom- 
differenz stärke 
Mittel . 
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24,5 + 43 
22,1 + 39 
+ 35 


or 


oo 


or or Go bo Gr 


Soon 


++ ++ +++ 


bo 
++++++ 


Zur Erde OV 


2 
‘ 
Eu gegeben. 
wa 
+1. 
| | 
‘i 23,2 21 0,66 
* 21,5 18 0,68 
a 17 18 | 0,68 
15 16,7 +41 28 0,68 
RL: 16,8 wz 14,9 + 36 + 24 0,67 
D Kr 15,5 12 13,7 + 33 + 22,5 0,68 
hae Va 11 12,5 + 29 + 19,5 0,67 
12,7 + 18,0 0,68 
m 11,7 + 16 | 0,67 
11,0 +14 | 0,64 
9,8 + 13 0,65 
: 9,0 11,5 | 0,62 
| 8,0 +105 | 0,62 
7,0 9,3 0,62 
5,5 7,4 0,67 
1,2 9,5 0,63 
Be. a 5,0 6,5 0,64 
— 21 —19 0,98 
— CH - 17 - 135 | -158 - $8 — 32 0,85 
-15 | —12,7 - 29 — 23,5 0,81 
ae ll - 9,7 — 10,7 — 24 —19 0,80 
ee el - 8 — 90 — 20 — 15,5 0,71 
8,8 - 12 — 80 — 17,5 ~ 18,0 0,74 
4,1 — 6,2 — 10,8 0,12 
5,5 4,5 5,0 | — 10,7 | 1,8 0,72 
- 35 8,5 — 6,0 0,70 
- as | - | — 52 | 0% 
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Tabelle 5 (Fortsetzung). 


Hankelsches Elektrometer 
1 | m | Mittel V—P 
| I 


21,5 
16 
14 
12 
10,8 
9,5 
7 
5 
6 
5,2 
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— 16,5 


+ 100 V 
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0,85 
0,78 


iV-P 


oe 


+19 | +155 | +178 +42 | 0,75 


Durch langdauernden Strom kann die Leitfähigkeit um 
das Vielfache vergrößert werden. Sind dann die überschüssigen 
Ionen wieder durch den ganzen Kristall gleichmäßig verteilt, 
so beginnt die Wiedervereinigung, die mit einer Leitfähigkeits- 
verminderung Hand in Hand geht. In folgender Tab. 6 ist 
die Erhöhung der Leitfähigkeit durch den Strom und der 
Rückkehr zum Normalzustand für einen Fall dargestellt. J 
bedeutet den Ausschlag des Elektrometers in 15”; r Zeit nach 
Anlegung der Spannung. 

Die hohe Leitfähigkeit, die durch Bestrahlung, Temperatur- 
nachwirkung oder Stromdurchgang im Quarz erzeugt werden 
kann, beruht auf einem Überschuß von Ionen, die durch den 
Strom verbraucht werden, Es ist aus diesen Grunde verständ- 
lich, daß in diesen Fällen die Stromabnahme mit der Zeit 
rascher vor sich geht, als in den Fällen, wo dieselbe große 
Leitfähigkeit durch Temperaturerhöhung erreicht wird. Bei 
künstlicher Leitfähigkeitserhöhung haben wir nämlich zwei 
Ursachen der Stromabnahme mit der Zeit: eine Polarisations- 
— und eine Abnahme der Ionenzahl auf die Normalzahl, 
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Belegung 270 qmm, Dicke etwa 2mm. 
nd Elektrometer 200 cm. 


Tabelle 6. 


Quarz V 1 zur Achse. 


ar, Kapazität von Platte u 
: — 100 V. 


T I 
17. II. 5" 80’ 5” —138 18,5 
30” — 90 
1 — 80 
3 — 82 
ze 5’ 80 18,5 
15’ — 80 18,5 
80’ — 80 18,5 
7 1 30’ — 80 18,9 
8" 30° 15 18,5 
— poe 11" 30’ 6" — 1 18,6 
18. II. 10" 50’ 17% - MM 18,6 
12" 30’ 19" - 18,4 
4" 30’ 23" — 86 18,7 
0 V. T 1 
18.11. 4 5” + 245 18,6 
to 30” + 140 
1’ + 110 
2’ + 90 
g’ + 80 
5 + 10 
INA 15 + 40 18,6 
; 5" 10° 30’ + 27 18,7 
1” + 17 18,8 
6" 407 2 + 10 18,6 
— 100 V. 1 I 
18. IL 6" 45’ 5” — 300 18,6 
30” — 200 
r — 160 
12" 317 
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Tabelle 6 (Fortsetzung). 


12" 40’ 


während in normalen Platten die Polarisation die alleinige — 
Ursache der Stromabnahme ist. In den Fällen, wo im Kristall 
ein Überschuß an freien Ionen gegen Normalzustand vorhanden 
ist, wird für diese Ionen leicht der Sättigungsstrom erreicht, 
während die sich normal bildenden Ionen noch imstande sind, = 
die durch den Strom weggeführten zu ersetzen, und so die 
Proportionalität zwischen Stromstärke und angelegter Spannung | 
zu erhalten. In diesem Fall hat man für die erste Zeit nach 
Stromschluß eine Art Sättigungsstrom, während für die spätere 
Zeit, wo die zufälligen Ionen entfernt sind — das Ohmsche 
Gesetz gilt. Für hohe Spannungen wächst sogar die Strom- 
stärke mit der Zeit, weil die +- und —-Ionen durch den Strom 
in großer Anzahl in den Polarisationsschichten getrennt an- 
Apnalen der Physik. IV. Folge. 72. 
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gesammelt, den Strom vergrößern. In nachfolgender Tabelle ist 
ein entsprechender Versuch mit dem vorher mit ultraviolettem 
Licht bestrahlten Quarz V angeführt. 


Tabelle 7. 


300 Volt 


20,6° 21,0° 21,0° 


205 270 310 
97 205 270 
61 175 260 
41 143 250 
32 115 235 
27 90 215 
25 88 210 
24 88 220 
240 


3 4 
Fig. 10. 


gegeben und in Fig. 11 die Stromspannungskurve fiir 10” und 
5’ nach Stromschluß. 

Die Vorstellung, die wir uns über Quarz gebildet haben, 
läßt die Erscheinung des Sättigungsstroms erwarten. Durch 
Temperaturbewegung wird pro Zeiteinheit eine bestimmte 
Anzahl Ionen frei. Ist die Spannung so hoch, daß die 
meisten Ionen weggeführt werden, bevor sie sich wieder- 
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vereinigt haben, so darf eine weitere Steigerung der Spannung. 
die Stromstärke nicht mehr vergrößern können. In der Tat 
u. Hr. A.Schaposchnikoff die Annäherung an den — 3 


7000 
Fig. 11. 


strom im Quarz bei Feldstärken von 10000—50000 vet 


c 
beobachtet. Während nun im Gas der stationäre Zustand, der 
dem Sättigungsstrom entspricht, sich innerhalb Bruchteile einer 
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abet, E Sekunde einstellt, dauert dieser Vorgang im Quarz einige 


ur Ü Sekunden. Sofort nach Stromschluß ist die Anzahl der freien 

amt § Ionen im Quarz immer dieselbe, ihre Geschwindigkeit ist aber 

die der angelegten Potentialdifferenz direkt proportional, so daß 
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gilt. Erst allmählich werden die Ionen an die Elektroden 
geführt; da die Anzahl der neugebildeten Ionen unabhängig 
von der Spannung ist, so erreicht man schon nach 3 Sek. den 
Sättigungszustand. In Fig. 12 gibt die Kurve I die Strom- 
stärke für die erste !/, Sek, die Kurve II für die zweite 
1/, Sek. (für die Zeit !/,—1 Sek.), die Kurve III für die Zeit 
17/,—2 Sek. und IV entspricht der Zeit 2'/,—3 Sek. Man 
sieht deutlich die allmähliche Ausbildung des Sättigungsstroms, 


BestrahlungseinfiuB. 


Die Wirkung einer Bestrahlung auf Kristalle ist recht 
mannigfaltig und verschieden für verschiedene Kristalltypen. 


Quarz, 

Röntgenstrahlen; «-, 3- und y-Strahlen ebenso wie eine 
Bestrahlung mit ultraviolettem Licht vergrößern die Leit 
fähigkeit der Quarze. Während der Bestrahlung wächst die 
Leitfähigkeit zunächst rasch, dann immer langsamer, indem 
sie einem stationären, der Intensivität der Strahlung ent 
sprechendem Wert zustrebt. Nach Aufhören einer Bestrahlung 
beginnt auch die Leitfähigkeit zu sinken und geht asymptotisch 
im Laufe von vielen Monaten auf den Anfangswert zurück. 
Sowohl die Erhöhung, wie die Abnahme der Leitfähigkeit 
können durch Temperaturbewegung in demselben Verhältnis 
beschleunigt werden, wie es der Vergrößerung der Beweglich- 
keit entspricht. Der stationäre Zustand wird somit bei 100°C 
einige hundertmal rascher erreicht als bei 0° C (vgl. S. 481), 

Für die einzelnen Exemplare ist die Empfindlichkeit gegen 
Bestrahlung sehr verschieden, wie es aus nachstehender Tab. 3 
zu ersehen ist. 

Die Empfindlichkeit gegen Licht hängt von der Absorption 
ab; aus diesem Grunde sind wahrscheinlich die Rauchquarz 
besonders empfindlich. 

Nach einer langdauernden Bestrahlung, sowie nach eine 
starken Erhitzung kehrt der Quarz nicht mehr ganz in da 
Anfangszustand zurück. Meistens bewirkt jede starke Erhitzung 
eine irreversible Leitfähigkeitsverminderung. Eine lang 
Bestrahlung macht den Quarz immer weniger empfindlich gega 
neue Bestrahlungen. Diese Erscheinungen lassen schließen, 
daß die Leitfähigkeit zum Teil durch Ionen einer dem Quan 
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Tabelle 8. 
106 Volt. Zusatzkapazität z. Quadr. Elektrom. 0,015 MF. 
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fremden Beimengung erzeugt wird. Nach starker Ionisation 
vereinigen sie sich zu neuen Komplexen oder gehen gar aus 
dem Kristall heraus, Man kann voraussehen, daß stärkere 
Ströme bei erhöhter Temperatur diese Ionen entfernen können 
und so imstande sind, den Quarz zu reinigen. In der Tat 
zeigte sich, daß der Widerstand durch den Strom bei 220° C 
von 1,3.10° Q auf 10-.10° 2 gebracht werden konnte. 
Ein längerer Strom bei 315° erhöhte diesen Widerstand auf 
76-10% Ein Rückstrom konnte nicht mehr den Anfangswider- 
stand voll herstellen. 

Dagegen tritt bei Temperaturen über 800° die Eigenleit- 
fähigkeit des Quarzes in den Vordergrund, und bei diesen 
Temperaturen tritt auch keine Widerstandserhöhung durch 
Strom auf. 

Die starke Erhöhung der Beweglichkeit und der Disso- 
ziation mit Temperatur bringt es mit sich, daß bei hohen 
Temperaturen alle Verhältnisse sich quantitativ anders gestalten. 
Während bei tiefen Temperaturen die Polarisation fast auf den 
Wert der angelegten Spannung anwächst und nur einen kleinen 
Reststrom übrig läßt, wird der Reststrom mit steigender Tempe- 
ratur immer größer, so daß bei Temperaturen von 300° C und 
höher die Polarisation im stationären Zustand kaum einige 
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Prozente erreicht und den Strom nur ganz unwesentlich ver. 
mindert. 


Diese quantitativen Unterschiede verändern die Erschei. 
nung so wesentlich, daß man an einen Übergang zur Elektronen. 
leitung gedacht hat (J. Königsberger). Doch scheinen all 
Tatsachen für eine elektrolytische Leitung im Quarz zu sprechen 
bei hohen wie bei tiefen Temperaturen. 


Sehr verschieden vom Quarz ist die Wirkung einer Bestrah- 
lung auf Kalkspat. Zwar wird auch im Kalkspat die Leit. 
fähigkeit um das Hundertfache erhöht, doch ist hier dieser 
Vorgang auf das Innigste mit der Phosphoreszenz des Kristall 
verknüpft. Nach unterbrochener Bestrahlung steigt die Leit- 
fähigkeit bei Zimmertemperatur nach etwa 10 Tagen an, bis 
das Phosphoreszenzlicht erloschen ist. Dann erreicht die 
Leitfähigkeit ihr Maximum, das erst nach einigen Monate 
merklich vermindert wird; mit der Zeit strebt die Leitfähigkeit 
doch schließlich dem Anfangswert zu. Durch Temperatur 
wird der ganze Vorgang beschleunigt und zwar in einem Ver 
hältnis, das dem Temperaturkoeffizienten der Leitfähigkeit 
entspricht. Ich sehe darin eine Bestätigung der Ansicht, dab 
der Temperaturkoeffizient der Leitfähigkeit im Kalkspat im 
wesentlichen auf einer Vergrößerung der Beweglichkeit und 
nicht des Dissoziationsgrades beruht, im Gegensatz zum Quarz. 
Die Rückkehr in den Normalzustand wird im Quarz, wie schon 
hervorgehoben, nur in dem Maße durch Temperaturerhöhung 
beschleunigt, als es der Vergrößerung der Beweglichkeit und 
nicht der Leitfähigkeit entspricht. Bei Temperaturerhöhung 
von 0 auf 100°C steigt die Leitfähigkeit im Quarz wie auch 
im Kalkspat um das 20000fache, während die Beweglichkeits- 
erhöhung im Quarz nur das 200fache beträgt. Die Wieder- 
vereinigung wird im Quarz um das 200fache, im Kalkspat um 
das 20000fache beschleunigt. 

Ist die Ansicht richtig, daß der Temperaturkoeffizient der 
Leitfähigkeit im Kalkspat auf der Beweglichkeitszunahme allein 
beruht, so muß man erwarten, daß die Temperaturkoeffizienten 
des bestrahlten und des unbestrahlten Kalkspats gleich sind, 
was sich auch weitgehend bei allen acht untersuchten Platten 
bestätigte. Wir können annehmen, daß die während der 
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Phosphoreszenz gebildete neue Anzahl freier Ionen durch 
Temperatur ebensowenig geändert wird, wie die Anzahl der 
ursprünglichen, und daß eine Rückbildung im Normaizustand 
mit einer Geschwindigkeit erfolgt, welche durch Beweglichkeit 
bestimmt wird. 

Den Unterschied im Verhalten von Quarz und Kalkspat 
bei Polarisationsbildung wie bei Bestrahlung können wir viel- 
leicht verstehen, wenn wir voraussetzen, daß im Kalkspat nur 
eine Ionenart in großer Anzahl, aber mit sehr kleiner Beweg- 
lichkeit frei ist, während im Quarz sehr wenig Ionen beiderlei 
Vorzeichens mit verhältnismäßig großer Beweglichkeit be- 
haftet sind. 


Reine Kristalle. 

Die Erfahrungen, die man bis jetzt gemacht hat, beziehen 
sich fast ausschließlich auf natürliche Kristalle oder gepreßte 
Pulver, d.h. auf ein Material, welches chemisch oder physi- 
kalisch schlecht definiert war. Die starken quantitativen 
Unterschiede bei verschiedenen Exemplaren ließen vermuten, 
daß zufällige Verunreinigungen, welche in natürlichen Kristallen 
immer vorkommen, die Hauptrolle bei der Leitung übernehmen. 
Wurde auch in einigen Fällen (so z. B. von E. Warburg) _ 
festgestellt, daß man mit elektrolytischer Leitung zu tun hat, 
so blieb es immerhin unentschieden, ob die Ionen des Kristall- 
gitters selbst an der Leitung teilnehmen können. Von vorn- 
herein konnten über das Verhalten chemisch reiner Kristalle 
4 Annahmen gemacht werden: 

I. Alle Ionen des Kristallgitters beteiligen sich an der 
Leitung (in Analogie zu einigen geschmolzenen Salzen). | 

II. Der Kristall ist durch Temperaturbewegung teilweise 
in freie Ionen dissoziert, so daß bei Entfernung fremder Ionen 
die Eigendissoziation eintrifft (in Analogie mit reinem Wasser). 

III. Die Dissoziation wird nur durch äußere Ionisation 
und nicht durch Temperatur bewirkt (in Analogie zu Gasen). 

IV. Die ganz reinen Kristalle haben nur elastisch gebundene 
Ionen, die durch elektrische Kräfte keinen Strom liefern 
können (vollkommene Isolatoren). 

Ich und Frau M. Kirpitschewa haben versucht, diese 
Frage zu entscheiden durch Herstellung „elektrisch“ reiner 
Kristalle. Vor allem war zu fordern, daß ihre Leitfähigkeit 
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eine Materialkonstante werden muß. Zur Untersuchung wählten 
wir Alaune, als Repräsentanten der wasserhaltigen Kristalle 
und Nitrate — als wasserfreie. Die im Handel als „purissi- 
mum“ bezeichneten Kristalle genügten dieser Forderung nicht. 
So erhielten wir für vier sorgfältig ausgesuchte Ammoniumalaune 
die folgenden spezifischen Leitfähigkeiten in 101° reziproken 
Ohm: 6000, 4200, 360000, 108000. Durch langen Strom- 
durchgang und Entfernung der Schichten, wo sich in der Nähe 
der Elektroden die fremden Ionen ansammelten, konnte die 
Leitfähigkeit von 6000 auf 900 und von 108000 zunächst auf 
9600 und dann auf 2200 gebracht werden. Doch hat sich 
dieses Verfahren als nicht ausreichend erwiesen. 


Die Aufgabe wurde darauf vermittelst fraktionierter Kristal- 
lisation gelöst. Die Kristallisation geschah durch Abkühlung 
der überhitzten Lösung, die in starker Strömung gehalten 
wurde und sich an fertigen Kristallkeimen niedersetzte. Es 
wurde viel Sorgfalt verwendet, um die Bildung von zufälligen 
Keimen zu vermeiden; zu diesem Zweck wurde jede Verdamp- 
fung durch Einbringen in den Thermostat von weniger kon- 
zentrierter Lösung vermieden. Die so gebildeten Kristalle 
zeigten noch den Keim und oft mehrere Spalten und Ein- 
schlüsse. Jeder Kristall wurde im konzentrierten Bogenlicht 
untersucht und nur die tadellosen Bruchstücke für die Ver- 
suche und weitere Kristallisation benutzt. Bei Untersuchung 
war der Kristall in gesättigte Lösung eingetaucht, wobei die 
inneren Inhomogenitäten besser hervortraten. Um die Fehler 
in der Messung der geometrischen Größen (Querschnitt und 
Dicke) zu vermeiden, wurde immer der Leitungsstrom mit der 
influenzierten Ladung verglichen. Bezeichnet V die angelegte 
Spannung, 8 den Querschnitt, D die Dicke der Kristallplatte, 
v die Aufladung des Elektrometers durch den Strom in ¢ Sek, 
J die Aufladung durch Influenz, C die Kapazität des Elek- 
trometers und der Platte, « die Dielektrizitätskonstante und 
o die spezifische Leitfähigkeit, so haben wir 
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Als wesentliche Fehlerquelle war folgende zu berücksich- 
tigen. Die Belegungen der Platte wurden nach Art eines En 


absoluten Kondensators angebracht; die zum Elektrometer 
führende Belegung war dabei durch einen engen Isolierstreifen ae De 


von dem an,der Erde liegenden Schutzring getrennt. Auf 
diesem Isolierstreifen wurde bei jeder Potentialänderung der _ 
gegenüberliegenden Belegung durch Influenz Ladung frei, welche 
dann allmählich im Laufe von 1—2 Min. (je nach der Iso- 
lationsfähigkeit des Streifens) auf die mit Elektrometer ver- m 
bundene Belegung fioß. Dadurch sind die in den ersten Ver- _ 
suchsreihen erhaltenen Zahlen gefälscht um 10 bis 100. 10”"°Ohm. 
Als Maß der Leitfähigkeit darf man, wie eine einfache Über- 
schlagsrechnung und auch der Verlauf des Stroms zeigen, den 
Strom erst nach 2 Min. annehmen. In folgender Tabeile führen 
wir einige Messungen mit Ammoniumalaunen an, die einen 
Einfluß einer sukzessiven Kristallisation zeigen. Mit 1, 2,3... 
sind die Präparate parallel einer Würfelfläche bezeichnet, mit 
A, B, C die parallel einer Oktaederfläche geschliffenen Präpa- 
rate. Die Zahlen geben die Leitfähigkeit o - 101° in reziproken 
Ohm an. 
Die weitere Abnahme der Stromstärke mit der Zeit war 
bei den letzten zwei Versuchsreihen nur sehr langsam, etwa 
10 Proz. in 24 Stdn. Vergleicht man in den Tabellen für die 3. 
und 4. Kristallisation die Zahlen der letzten Kolumne, so sieht 
man, daß sie mit der einzigen Ausnahme (Nr. 9 in der 3. Kristal- 
lisation) mit einer Abweichung vom Mittel um weniger als 5 Proz. 
die gleichen sind. Die Übereinstimmung wird noch bedeutend 


if 


besser, wenn man spätere Zeitintervalle etwa 5 Min. nach u . 
Stromschluß zum Vergleich zieht. 
Tabelle 9. a 


1 6 000 

2 4 200 rs 
A 360 000 5000 . 

B 108 000 4200 | 
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Tabelle 10. 


Nach einer ersten Kristallisation, 


| 10-15” | 1’—1'15” | 22'380” 
1 138 | 42,6 au 
2 306 156 _ 
3 132 27 re 
4 2700 114 _ 
5 1620 660 wei 
6 7800 390 er 
7 284 200 138 
7 222 90 70 
9 120 48 30 
10 204 102 60 
A 279 96 ee 
B 720 216 aes 
C 1680 210 _ 
Dritte Kristallisation 
5,7 | 27 | 21,0 
2 48 22,5 20,6 
3 | oo | 24,6 21,8 
4 50 | 27,6 21,6 
5 | 1020 600 
6 96 33 21,8 
7 120 25,2 22,8 
8 a 25,2 22,2 
| 660 480 
> 4 10 a 22,8 22,2 
| 
chek C a = 13 


: vs Die Ausnahmen (Nr. 5 und 9 der 3. Kristallisation) sind f ® 
auf schlecht sichtbare Sprünge zurückzuführen. Im Kristall5 f 4 
ist ein solcher Sprung auch bemerkt worden, doch waren die | ¢ 
zurückgebliebenen Bruchstücke zu klein, um eine ganz genaue | ® 
Messung zu erlauben. Um nun zu entscheiden, ob die noch | ! 
vorhandenen Unterschiede reell sind, wurden die stark vom : 
Mittel abweichenden Kristalle Nr. 2 und 10 in einem gemein- | | 
samen Apparat bei höheren Temperaturen untersucht, wo wegen | ' 
eg Leitfähigkeit die Versuchsfehler bedeutend kleiner 
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fähigkeiten in reziproken Ohm nebst den aus der Formel 


log o =— = + B berechneten angegeben. 4=0,105-104, 


Tabellell. | 


ad | Nr. 2 Nr. 10 ber. 
17 20,6 22,2 
26 51 49 nu 
45 455 455 455 
63 2900 2950 


Man sieht, daß die Unterschiede, die bei Zimmertempe- — 
ratur 8 Proz. betrugen, bei höheren Temperaturen verschwinden. 
Wir sind somit zu der Behauptung berechtigt, daß die 
gemessene Leitfähigkeit 20-101% 1/Ohm bei 17°C eine für 


Ammoniumalaun charakteristische Konstante ist. 


Die Erreichung einer konstanten Leitfähigkeit, welche 


nicht mehr von Stück zu Stück variiert, hat es erlaubt, einer _ 
Frage näher zu treten, die zwar mehrfach angegriffen, aber 
nicht entschieden war, nämlich nach der Abhängigkeit der 
Leitfähigkeit von der Orientierung. Unter den Kristallen der 
3.und 4. Kristallisation befanden sich Kristalle, die parallel(100) 
und (111) geschliffen waren und die ganz gleiche Leitfähigkeit — 
zeigten. Wir schließen daraus, daß für Kristalle des regulären 
Systems die Leitfähigkeitsfläche eine Kugel ist und folglich 
für die Kristalle der niedersten Symmetrie wohl ein dreiachsiges — 
Ellipsoid. Die Messungen an anderen reinen Kristallen sind 
in Einklang mit dieser Behauptung. 

Es wurde somit gezeigt, daß durch sukzessive Kristalli- 
sation Kristalle einer Substanz hergestellt werden können, die | 
alle die gleiche Leitfähigkeit besitzen. Wir überzeugten uns, 
daß dieser Endwert nicht eine Eigenschaft des zur Kristalli- — 
sation verwendeten destillierten Wassers war. Eine Verbesse- 
rung des Wassers (von o=5-105 2 auf ¢ =2-10° 2) und 
eine absichtliche Verunreinigung mit Spuren von LiNO,, NaCl, 
(NH,),SO, hat die nach 2 Min. gemessene Leitfähigkeit nicht 
wesentlich verkleinert bzw. vergrößert. Wir glauben, daß die 
angewandte Methode der Kristallisation an Keimen in einem 
Strom der durch Abkühlung übersättigten Lösung verhindert, 
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daß fremde Stoffe in den Kristallverband aufgenommen werden, 
Nur erst eine stärkere Verunreinigung mit 5 Proz. NaCl oder 
mit H,SO, hatte einen starken Einfluß auf die Leitung. 
Anders liegen die Verhältnisse bei einer Beimischung von 
isomorphen Stoffen zu der Lösung. Hier gehen sie nachweis. 
lich in den Kristall hinein und ändern das Verhalten des 
Kristalls. Wir haben einige systematische Reihen von Kristallen 
mit verschiedenem Gehalt an isomorpher Beimischung unter. 
sucht. Außer einer starken Vergrößerung der Anfangsleitfihig. 
keit bemerkt man in solchen Mischkristallen eine starke Strom- 
abnahme mit der Zeit (vgl. Fig. 13), die bei „reinen“ Kristallen 
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Fig. 13. 


fehlt. Der Endwert des Stromes nach etwa 20 Stdn. liegt 
zwischen den Werten für reine Stoffe, welche in den Misch- 
kristall eingehen. Es wäre aber falsch, anzunehmen, daß der 
Be große Anfangswert den beigemengten Ionen zuzuschreiben ist 
De und daß nunmehr der Kristall wieder rein ist und die ganze 
_ Beimengung durch den Strom entfernt ist. Der Strom konnte 
in der Tat nach dem Faradayschen Gesetz in 27 Stdn. kaum 
10711 ausscheiden, während die Beimengung einige Milligramm 
erreicht. Erst bei höheren Temperaturen konnten wir nach 
langem Stromschluß eine Verarmung an NH, an der einen 
Seite und eine Anreicherung an der anderen nachweisen in 
einem Kaliumalaune, dem etwas Ammoniumalaun beigemengt 
war. Wir nehmen an, daß in Mischkristallen wegen Konzer- 
trationsschwankungen die Gitterstruktur weniger vollkommen 
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ist, wodurch ein Überschuß an dissoziierten Ionen entsteht. 7 Be 
Diese Ionen werden durch den Strom entfernt, bis die nor- a u, 
malen durch Temperaturgleichgewicht bedingten Ionen allein m 
; von | übrig bleiben; dann sinkt auch die Leitfähigkeit auf den Nor- 
weig. | malwert zurück. Wir überzeugten uns, daß, sobald wir in 
des) einem reinen Kristall durch Ra-Strahlen die Anzahl freier 
‘allen $ Ionen künstlich erhöhen, der Verlauf des Stromes denselben 
inter. | großen Anfangswert und starke Abnahme zeigt. Der von uns 
äühig. | bei reinen Kristallen beobachtete gleichmäßige Verlauf des 
trom. | Stroms gibt somit noch ein Kriterium über die „Reinheit“ des 
‘allen § Kristalls zu entscheiden, das entschieden zugunsten ihrer Rein- 
heit spricht. 

Von den wasserhaltigen Kristallen wurden noch Kupfer- 
vitriolkristalle untersucht, weil hier die blaue Färbung auf eine 
schwache Bindung der Cu-Ionen hinweist. Man könnte glauben, 
daß sie auch für den Strom frei sind. Die spezifische Leit- 
fähigkeit des Kupfervitriols war aber noch etwas kleiner als 
die von Ammoniumalaun, etwa 15.1071° 1/Ohm bei 17°C. 

Von „reinen“ wasserfreien Kristallen wurden NaNO,, AgNO, 
und KNO, untersucht mit denselben Ergebnissen, wie sie für 
Alaune festgestellt wurden. = 

Auf Grund dieser Untersuchung dürfen wir behaupten, 
daß die Kristalle in elektrischer Beziehung eine weitgehende 
Analogie zu Wasser besitzen. Nennen wir als freie Ionen die- 
jenigen, die aus dem Kristallgitter durch Temperaturbewegung 
liegt] oder durch unpassende Bindung ausgetreten sind, so stellen 
[isch-f wir uns vor, daß die Ionen der nicht isomorphen Beimengung 
8 der? im Kristall vorwiegend frei sind. Reinigt man den Kristall, 
on istf 80 gibt es auch immer unter den Ionen des Kristallgitters 
ganze} solche, die den elektrischen Kräften frei folgen. Auch reine 
onnte$ Kristalle sind teilweise dissoziiert und besitzen dementsprechend 
kaum eine Eigenleitfähigkeit. 


rden, 
oder 


nach a Elektrolyse der Kristalle. 
einen Der große Temperaturkoeffizient der Leitfähigkeit macht 


en inf € möglich, die Erscheinungen der Elektrolyse, welche bei 
mengt | Zimmertemperaturen nur unmeßbare Stoffmengen liefert, bei > 
nzet-§ hohen Temperaturen ganz evident zu machen. So haben wir 
durch stundenlangen StromschluB bei 100° C aus AgNO, 
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zwischen Platinelektroden eine gut leitende schwarze Silber. 
schicht an der Kathode ausgeschieden, die bei Stromumkaehr 
teilweise auf der anderen Seite ausgeschieden wurde. Aus dem 
Kristall wurden auf diese Weise fest anliegende Silberelek- 
troden hergestellt. Bei NaNO, war der Strom schwächer; e 
konnte aber an der Kathode eine deutliche basische Reaktion 
festgestellt werden. Nimmt man noch die bereits erwähnte 
Wanderung von NH, in Mischkristallen hinzu, so darf ma 
behaupten, daß die Wanderung der Ionen des Kristallgitten 
durch den Strom genügend sicher nachgewiesen ist, 

Ich will damit nicht behaupten, daß in isolierenden 
Kristallen allein elektrolytische Leitung vorkommt. Im Gegen- 
teil bin ich und Röntgen!) der Ansicht, daß z. B. belichtetes 
vorher X-bestrahltes oder natürlich gefärbtes Steinsalz, an 
welchem an den kolloidalen Natriumteilchen Photoelektronen 
frei werden, Elektronenleitung besitzt. Diese Ansicht wurde 
durch Hrn. P. Lukirsky noch besonders bestätigt, der im be- 
lichteten Steinsalz den Hallschen Effekt beobachtet und ge 
messen hat. Diese Tatsache kann als ein ziemlich sicheres 
Kriterium einer Elektronenleitung angesehen werden. Es ist 
ja kein Fall bekannt und auch kaum denkbar, wo ein deut 
licher Hallscher Effekt bei elektrolytischer Leitung beobachte 
wurde. Die in den letzten Jahren ausgeführten Untersuchungen 
von R. Pohl und seinen Mitarbeitern geben auch zahlreiche 
Beispiele einer Elektronenleitung durch Photoelektronen. 

Trotzdem ist es aber richtig, daß bei allen untersuchten 
Kristallen im Temperaturgleichgewicht ohne äußere Ionisation 
eine rein elektrolytische Leitung auftritt. Die Tatsache, dab 
durch Polarisationsbildung der Strom auf den 10”% Teil er 
niedrigt werden kann, zeigt, daß in diesen Fällen eine Elek- 
tronenleitung nicht in größerem Betrage anwesend ist, dem 
eine Elektronenleitung müßte immer als Reststrom auftreten. 

Von großem Interesse war eine Untersuchung der Wande 
rung fremder Ionen durch reine Kristalle, welche schon im 
Jahre 1889 von E. Warburg und Tegetmayer an Quarz be 
obachtet wurde Nimmt man an, daß diese Ionen zwischen 
den Ionen des Kristallgitters wandern und nicht durch Platz- 


1) A. Joffé u. W. Röntgen, Ann. d. Phys. 64. S. 1. 1921. 
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wechsel von Zelle zu Zelle vorwärts kommen, so darf man 
ein Kristall als ein Sieb betrachten, durch welches die elek- 
trischen Kräfte Ionen hindurchbringen. Jede kristallographi- 
sche Richtung im Kristall läßt, wie sich zeigte, Ionen nur bis 
zu einer bestimmten Größe durch, so daß auf diese Weise 
sichere Anhaltspunkte für die Beurteilung der Größe der Ionen 
zu erlangen wären. 

Die Schwierigkeit bei derartigen Versuchen liegt in der 
Art, wie man die gewünschten Ionen durch die Oberfläche 
des Kristalls in sein Inneres bringt. Als geeignet haben sich 
Elektroden aus flüssigen Metallen oder aus geschmolzenen 
Salzen erwiesen, dagegen gingen die Ionen aus einer wäßrigen 
Lösung in den Kristall nicht hinein (wohl wegen der sie um- 
gebenden Wasseratmosphire). Folgendes Verfahren erwies 
sich auch in schwierigen Fällen als erfolgreich. Ein Kristall 
(NaNO, z. B.) wird in ein geschmolzenes Eutektikum von NaNO, 
und LiNO, eingetaucht, so daß zunächst eine Schicht aus dem 
Kristall in der Schmelze aufgelöst wird, dann ist die Ver- 
bindung von Schmelze und Kristall eine möglichst innige. 
Damit die Schmelze an dem Kristall nicht aufsteigt und so 


die Leitung längs der Oberfläche vermittelt, wurde durch einen : a 


kleinen Zusatzofen die Schmelze etwas oberhalb ihres Schmelz- 
punktes gehalten, der Kristall blieb aber dabei bei einer Tempe- 
ratur von etwa 10° unter der Schmelztemperatur des Eutekti- 
kums. Als andere Elektrode diente meistens Quecksilber oder 
flüssiges Metall. 

Bei der zuletzt beschriebenen Anordnung zeigte sich, daB 
Li-Ionen durch den NaNO,-Kristall hindurchwandern, wodurch 
die Leitfähigkeit auf 2,5 Betrag gebracht wird. Man kann 
durch Messung der Stromstärke sehr bequem verfolgen, wie 
die Li-Ionen immer weiter durch den Kristall wandern, bis 
sie nach etwa 1 Stde. an der entgegengesetzten Elektrode (etwa 
lcm) angelangt sind. Kehrt man die Stromrichtung um und 
läßt aus der Elektrode keine Li-Ionen ein, so sinkt die Strom- 
stärke auf den ursprünglichen Wert für Na-Ionen zurück. Der 
Verlauf der Stromstärke hat die in der Fig. 14 angegebene 
Form, die gut mit der für diesen Fall berechneten überein- 
stimmt, 

Das Hindurchschicken der Li-Ionen gelang somit, ohne 


ber. 
ikehr 
dem 
elek. 
a ; 
ktion 
itters 
nden 
egen- 
itetes 
+ 
4 
| 
% 4 
ER 


% 


500 A. Joffe. Elektrizitätsdurchgang durch Kristalle. 1 


daß der Kristall dabei gelitten hat und ohne daß nennenswerk 
Mengen Li im Kristall selbst zurückgeblieben wären. Dagege 
konnte ich Cu nicht durchschicken, ohne daß das Kristall 
gefüge auf dem ganzen Wege des eingedrungenen Kupfas 


77 


Fig. 14, 


(durch grüne Färbung sichtbar) zerstört wurde. Sowohl i 
Licht, wie im Röntgenstrahl sah man hier ein Kristallaggreg 
an Stelle des einheitlichen Individuums. 

Verschiedene Ionen konnten in gut nachweisbaren Menge 
auch durch andere Kristalle geschickt werden (NaCl, Si0y 
CaCO,), wobei einige Ionen nur in bestimmten kristallographi 
schen Richtungen wanderten, dagegen in anderen, wo die Ion 
des Gitters enger liegen, nicht durchzubringen waren. Di 
im Gang befindliche Arbeit hat noch keine sicheren und syste 
matischen Resultate ergeben; ich hoffe aber in Kürze ausführt 


licher darüber berichten zu können. 2. 


Leiden, 1. Juli 1922. 


een: (Eingegangen 6. Juni 1923.) 
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